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CHAPITRE 1

Introduction

L’objectif de cette thése est d’apporter de nouvelles méthodes pour vérifier des pro-
priétés d’accessibilité de systémes a compteurs. Nous employons le mot “méthode" pour
désigner un ensemble de théorémes fondamentaux situant les problémes décidables et indé-
cidables ainsi que leurs complexités, un ensemble de théorémes d’algorithmique ainsi que
des heuristiques, choisies aprés expérimentations, permettant d’implémenter avec efficacité
les théorémes précédents. Ces méthodes ont été implémentées dans un nouvel outil FAST.

Les systémes a compteurs contiennent tous les automates a compteurs et recouvrent
des objets différents comme les programmes et les modéles a variables entiéres. Les proto-
coles qui assurent la cohérence des mémoires caches [EN98, EFM99|, [Del00a, Del01], les
protocoles qui évitent la formation de cliques dans le graphe de communication d’un sys-
téme embarqué comme le TTP/C [BMO02| et les programmes JAVA multithread [DRVO1]
sont des exemples de programmes qui ont été modélisés par des systémes a compteurs.
On peut aussi abstraire un protocole de communication en un systéme d’automates ot les
canaux de communication sont représentés par un ensemble de compteurs (un par type de
messages).

Meéme lorsque l'ensemble des états accessibles d’'un systéme a compteurs est fini, et
donc que les problémes d’accessibilité sont décidables, ces problémes ne sont pas néces-
sairement réellement solubles avec les ressources (temps CPU et mémoire vive) limitées
habituelles. Or I'ensemble des états accessibles d'un systéme & compteurs est souvent in-
fini. En effet, la borne des files de communication d’'un protocole n’est pas toujours connue
a 'avance, les variables entiéres peuvent aussi étre non bornées (par exemple, le nombre de
retransmissions d’un message dans le protocole BRP) et I'ensemble des états initiaux peut
aussi étre infini pour modéliser une infinité de processus; enfin le modéle peut contenir des
parametres.

Bien que ce modéle des systémes & compteurs soit trés utilisé, il n’existait pas en 2000
d’outil permettant de calculer automatiquement l’ensemble des états accessibles. Seuls
LASH et TREX permettaient de calculer I’accélération d’une boucle de contréle d’'un systéme
a compteurs (avec des gardes restreintes a des fragments de la logique de Presburger);
cependant ces outils ne proposaient pas de procédure de calcul de 'ensemble des états
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accessibles.

Nous nous sommes fixés comme objectif, dés le début de la thése, de construire un
outil calculant automatiquement l’ensemble des états accessibles (et des approximations
supérieures, par union d’espaces affines et des approximations inférieures, par accélérations)
de systémes & une dizaine de compteurs.

Outils pour représenter des ensembles infinis

La vérification d’un systéme revient souvent & calculer son ensemble d’accessibilité.
Pour vérifier un systéme infini, il est ainsi important de pouvoir représenter des ensembles
infinis d’états.

Représentations symboliques

Une représentation symbolique décrit de maniére finie une partie infinie d’un ensemble.
De facon habituelle, une classe de représentations symboliques doit satisfaire deux sortes
de propriétés :

— L’ensemble des états accessibles “en une étape” (les Post et Pre) a partir d’un en-
semble, symboliquement représenté, doivent aussi pouvoir étre décrits symbolique-
ment ; on demande de plus que ces descriptions puissent étre calculées par un algo-
rithme (les ensembles sont alors dit effectivement représentables).

— L’union de deux ensembles est effectivement représentable. L’inclusion entre en-
sembles représentés et le vide de l'intersection entre deux ensembles représentés
doivent étre décidables.

Parmi les nombreuses représentations existantes, citons :

— les unions finies de contraintes fournissent une représentation symbolique des poly-
édres, utilisées pour analyser les systémes hybrides [HH95] [Hyt].

— Les DBM [Dil90] représentent des ensembles de valeurs d’horloges par une disjonc-
tion de “contraintes simples” de la forme x —y < c. Cette représentation a été étendue
aux CPDBM [AABO00] pour pouvoir ajouter des paramétres sur les compteurs et des
variables entiéres. Les outils UPPAAL et TREX, par exemple, [ABS01, Tre| implé-
mentent cette représentation pour vérifier les automates temporisés.

— Pour les automates a file, des classes d’expressions réguliéres et la logique de Pres-
burger ont été utilisées comme représentations symboliques : les CQDD [BH99], les
QDD [BGWWO9T7], les SRE [ABJ98] et les SLRE [FPS03].

— Enfin, pour les systémes & compteurs, les représentations symboliques des ensembles
semi-linéaires sont bien adaptées [Cia94, DJS99|, [DRB02, ADG"02, Bab|,[ST9g],
[BGPIT].

On s’intéresse aux trois représentations symboliques permettant de représenter tous les

semi-linéaires.

— Les formules de Presburger qui peuvent étre simplifiées par l'outil OMEGA [Ome],
ont été utilisées dans I'outil de vérification CsL-ALv |Alv].

— Les représentation par bases/périodes [GS66] sont utilisées dans I'outil BRAIN [RV02,
Bral.



— Les automates binaires, appelés NDD, RVA [Boi98, WB00| et DFA [BC96], per-
mettent de représenter tout ensemble semi-linéaire en décomposant un entier en
binaire ou plus généralement dans une base de décomposition r > 2 [BHMV94|.

La complexité des opérations ensemblistes différe pour les trois représentations symboliques
précédentes. Ainsi, alors que I'union de deux ensembles se représente effectivement en temps
polynoémial pour ces trois représentations (linéaire pour les deux premiéres et quadratique
pour la derniére), l'inclusion et le test du vide de Dintersection de deux ensembles est
2-expspace-dur pour les formules de Presburger, NP-complet pour les semi-linéaires et
quadratique pour les automates binaires.

Dans cette thése, on étudie la représentation par automates qui est la seule représenta-

tion symbolique dont les opérations ensemblistes (sans compter la projection qui peut-étre
exponentielle en théorie) sont polynomiales.

Synthése de formules

Pour comparer la taille des différentes représentations d’un ensemble semi-linéaire, on a
étudié le probléme de la construction d’une représentation a partir d’une autre. Rappelons
que le passage d’une formule de Presburger a une représentation par bases/périodes [GS66,
FR74| ou par automates binaires [WB00] se fait en temps élémentaire, et que le passage
d’une représentation par bases/périodes a une représentation par formules de Presburger
se fait en temps linéaire. Cependant, on ne connait pas de borne élémentaire de complexité
pour construire a partir d’'un automate binaire, une formule de Presburger définissant le
méme ensemble.

Rappelons que les automates binaires permettent de représenter tous les ensembles
Presburger-définissables, mais aussi d’autres ensembles dépendant de la base » > 2 de
décomposition choisie [BHMV94|. Ainsi, la synthése d’'une formule de Presburger a partir
d’un automate n’est pas toujours possible. Le premier probléme naturel, est donc de pouvoir
décider si un automate représente un ensemble Presburger-définissable. Ce probléme a été
prouvé décidable dans [Muc03|. Naturellement, en énumérant les formules de Presburger et
en construisant les automates associés, on pourrait synthétiser une formule de Presburger
a partir de tout automate représentant un ensemble Presburger-définissable. Cependant, la
seule borne supérieure connue de cet algorithme est non-élémentaire et la synthése d’une
formule en temps élémentaire reste un probléme ouvert.

En remarquant qu’une formule de Presburger est une suite finie de quantificateurs
appliqués a une formule non-quantifiée, le probléeme de la synthése d'une formule non-
quantifiée est un sous-probléme naturel de la synthése d'une formule de Presburger.

Pour ce probléme, on a prouvé les deux résultats suivants :

— On peut décider en temps exponentiel si un automate représente un ensemble non

quantifié (théoréme 5.37).
— On peut synthétiser en temps exponentiel une formule de Presburger non-quantifiée
a partir d'un tel automate (théoréme 5.40).
Ce dernier résultat est intéressant car il donne une réciproque au théoréme de construction
d’un automate binaire en temps exponentiel en fonction d'une formule de Presburger non-
quantifiée [BC96, WB95, WB00|, montrant ainsi que les formules de Presburger et les
automates ont des tailles équivalentes, & un facteur exponentiel prés, dans le cas non-
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quantifié.

Structure et taille asymptotique des automates

Différentes implémentions de la représentation symbolique par automate (MONA, FAST,
LAsH, CSL-ALV) ont permis de vérifier des systémes a compteurs avec des temps de calcul
et une utilisation mémoire bien en dessous de la complexité théorique attendue [BFLP03,
BB02, BB03].

Le calcul de Pautomate représentant les états accessibles en une étape (Pre ou Post)
a partir d’'un ensemble est en général exponentiel en sa représentation. En généralisant le
résultat de [BB03], nous avons montré que pour les systémes & compteurs déterministes,
le calcul devient polynémial (théoréme 7.3). Nous avons ainsi obtenu un début de réponse
expliquant la bonne “complexité expérimentale” de la représentation par automates. Ce-
pendant, si & chaque étape, la taille de I'automate est doublée, aprés k étapes, la taille
de lautomate est multipliée par un facteur exponentiel en k. Pourtant, dans la pratique,
on n’observe pas une explosion exponentielle. Pour expliquer les expérimentations faites,
on s’est ainsi naturellement intéressé a la taille asymptotique de 'automate représentant
I’ensemble des états accessibles en au plus k “étapes”.

Cette étude nous a permis de prouver deux résultats inattendus pour les systémes
a compteurs “a4 monoide fini” (une classe de systémes qui contient tous les automates a
compteurs).

— La taille asymptotique en k& de I'automate représentant I’ensemble des états acces-

sibles en au plus k étapes est polynomial en k (théoréme 7.17).
— Le nombre de composantes fortement connexes non réduites a un état est borné
indépendamment de k (proposition 7.15).
Cette derniére caractérisation montre 'intérét d’implémenter une bibliothéque d’automates
utilisant les mémes techniques que celles utilisées pour les BDD [Bry92|.

Approximation de I'ensemble et de la relation d’accessibilité

Lorsqu'un calcul exact de 'ensemble des états accessibles d’un systéme a échoué, nous

utilisons des méthodes approchées en remarquant les points suivants :

— Le calcul d’'une sur-approximation, suffisamment précise, de I’ensemble des états
accessibles d’'un systéme, peut permettre de décider une propriété d’accessibilité
[BPR02, HIMS02].

— Une sur-approximation de l'ensemble des états “co-accessibles” a partir des états
“critiques” du systéme, permet de restreindre le calcul exact des états accessibles aux
états appartenant a cette sur-approximation [DRV01].

— D’une sur-approximation des états accessibles, on déduit des relations entres les va-
riables d'un systéme permettant de le simplifier [Ler03, MOS04].

Pour des classes d’approximation (qui doivent étre stables par intersection quelconque),
on peut naturellement approximer un ensemble par le plus petit élément (pour I'inclusion)
de la classe d’approximation le contenant. Plusieurs classes d’approximations sont ainsi
définies, comme les enveloppes affines [Ler03, MOS04|, semi-affine et convexes [Hyt], la
cloture par le haut [F'SO1| et par le bas [BM99], et approximation cartésienne |[BPRO1].



Nous introduisons les représentations “stables par résidus” (si les langages associés sont
stables par résidus).

En remarquant que la représentation par NDD n’est pas stable par résidu, nous intro-
duisons les UBA (“Unambiguous Binary Automaton”) qui représentent par des automates
ayant toujours moins d’états, les mémes ensembles que les NDD (théoréme 4.40). En mon-
trant que les enveloppes affines, semi-affines, convexes, les clotures par le haut et par le bas
sont des classes d’approximations stables par résidus, on en déduit une méthode générale
d’approximation des ensembles représentés par des UBA. Ceci nous permet en particulier :

— de calculer en temps polynémial I’enveloppe affine d’'un UBA (corollaire 4.68), et

— de calculer en temps exponentiel I'enveloppe semi-affine d’'un UBA (théoréme 4.79).

Nous appliquons ces techniques d’approximations, et nous montrons :

— comment généraliser la notion “d’invariants de place” & tout systéme & compteurs.
Comme dans le cas des réseaux de Petri, une base de ces invariants reste calculable
en temps polynomial (théoréme 8.15).

— comment calculer des “invariants disjonctifs de place”, permettant d’approximer fi-
nement les systémes & compteurs utilisant “des transferts” entre les compteurs (théo-
réme 8.51).

Calcul de I'ensemble d’accessibilité

Le calcul itératif des états accessibles ne converge pas en général pour un systéme infini.
En effet, méme pour des systémes simples comme les réseaux de Petri reset/transfert,
l'accessibilité est indécidable [DFS98|. Pour ces classes de systémes, il n’existe donc pas
d’algorithme permettant de calculer exactement I'’ensemble des états accessibles. Nous
construisons un semi-algorithme calculant ’ensemble des états accessible, et qui termine
souvent sur les études de cas.

L’accélération consiste & calculer la limite des composées d’actions [BW94|. Pour pou-
voir utiliser des techniques d’accélération, la représentation symbolique doit étre suffisam-
ment expressive pour que 1’on puisse représenter 'effet d'une accélération sur un ensemble
d’états. L’accélération des “lossy channel systems” utilise les SRE [ABJ98] ; celles des “FIFO
channel systems ” utilise les QDD [BGWW97, WB9§|, les SLRE [FPS03| ou les CQDD
[Bou01].

Les NDD permettent d’accélérer les composées d’actions [BW94, Boi, FL02] des sys-
témes a compteurs a monoide fini.

L’accélération a fait 'objet de trois implémentations LASH |[Las|, TREX [Tre, ABSO01,
APSY02, ASY01| et FAsT|Fas, BFLP03|. Cependant LASH et TREX demandent a l'utili-
sateur de donner les circuits & accélérer.

Nous développons une méthode pour rendre automatique le choix des accélérations pour
les systémes & compteurs & monoide fini. Nous montrons comment réduire les composées
d’au plus k actions & un ensemble polynomial en k. Nous utilisons alors un algorithme de
type “brute force” sur ’ensemble réduit.

Nous montrons les deux résultats suivants :

— L’ensemble réduit des composées d’au plus k actions est calculable en temps poly-

nomial en k£ (théoréme 9.58). Ainsi, cet ensemble contient des éléments qui ont une
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taille polynoémiale en k.
— Les accélérations restent effectivement représentables par UBA (théoréme 9.24).

L’outil Fast

FAST calcule automatiquement I’ensemble d’accessibilité de plus de 40 systémes a comp-
teurs : des abstractions de programmes Java, des protocoles de communication, des sys-
témes industriels. FAST a aussi permis d’analyser automatiquement le protocole embarqué
TTP/C a 2 fautes [BM02].

FAST contient notamment :

— Un algorithme de calcul, par accélération, de I'ensemble des états accessibles d'un
systéme a compteurs avec une recherche automatique de I’ensemble réduit des com-
posées d’actions & accélérer.

— Un algorithme de calcul des invariants de places d'un systéme & compteurs.

— Un algorithme de synthése de formules de Presburger permettant d’afficher I’ensemble
des états accessibles d'un systéme sous la forme d’une formule de Presburger.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

2.1 Les bases

Les nombres

L’ensemble des entiers positifs (respectivement strictement positifs) est noté N (respec-
tivement N*), 'ensemble des entiers relatifs, aussi appelés entiers, est noté Z, l'ensemble
des rationnels est noté Q, I’ensemble des rationnels positifs ou nuls est noté Q, 'ensemble
des réels est noté R et I’ensemble des complexes est noté C. La relation d’ordre sur R est
notée <. Pour un sous-ensemble fini ' C R, on note max(F) le plus grand élément de F
pour la relation d’ordre <. Pour deux entiers ¢ et j, 'ensemble des entiers compris entre 7 et
jestnoté {i,...,j7} ={k € Z; i <k <j}. Le plus grand commun diviseur de deux entiers
p et ¢ tels que (p,q) # (0,0) est noté pged(p,q) > 1. Si pged(p, q) = 1, les entiers p et ¢
sont dit premiers entre eux. Tout rationnel ¢ € Q admet une unique écriture irréductible :
g =n/d ou (n,d) € Z x N* sont premiers entre eux. Le reste de la division euclidienne
d’un entier n par un entier ¢ est noté n[q] € {0,...,q — 1}. La valeur absolue d’'un réel =
est notée |x|.

Les ensembles

Pour deux ensembles E et F, on note ENF, EUF, E\F et E x F respectivement
I'intersection, 'union, la différence et le produit cartésien de E et F. On note £ C F
si I/ est un sous-ensemble de F' et on note £ C F' si E est un sous ensemble strict de
F. L’ensemble vide est noté ). Le cardinal d’un ensemble fini X est noté card(X) € N.
L’ensemble des parties d’un ensemble X est noté P(X) et 'ensemble des parties finies de
X est noté Pr(X).
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Les relations

Une relation R dans X x X’ est une partie R C X x X’. On note 2Rz’ si (z,2") € R.
La composée d’une relation R dans X x X’ et d’une relation R’ dans X’ x X", est la
relation R.R’ dans X x X" définie par zR.R'z"si et seulement si il existe 2’ € X’ tel que
zRz" et 'R'z". L'inverse d’une relation R dans X x X', est la relation R~! définie par
rR1a/si et seulement si 2/ Rax.

Une relation sur un ensemble X est une relation dans X x X. La relation identité Zx
sur X est définie par Zx = {(x,2); = € X}. On note R¥ la relation sur X définie par
Iinduction R* = R.(R¥~1) pour k > 1 et par R" = Ty.

Une relation R sur X est :

— réflexive si xRa pour tout .

— symétrique si R’ implique Rz pour tous z, z’.

— antisymétrique si 2Rz’ et 'Rz implique = 2’ pour tous z, z’.

— transitive si 2Rz’ et 'Ra” implique 2Rz” pour tous z,z’, 2.

— un pré-ordre partiel si R est réflexive et transitive.

— un ordre partiel si R est un ordre partiel antisymétrique.

— un ordre total si R est un ordre partiel tel que pour tous z,z’, on a soit xRz’ soit

7' Rax.

— une équivalence si R est réflexive, transitive et symétrique.

La fermeture réflexive et transitive d’une relation R sur X est la relation R* = k>0 RE.

Un ensemble totalement ordonné est un couple (X, <) tel que < est une relation d’ordre
total sur X. Un ensemble fini totalement ordonné sera noté X = {z1,... Teara(x)}-

Les fonctions

Une fonction f est une relation dans X x Y telle que pour tout = € X, il existe au
plus un y € Y vérifiant (z,y) € f. On note f(z) = y cet élément. Une telle fonction est
notée f: D — Y ou D est 'ensemble des z € X tel qu'il existe y € YV vérifiant (x,y) € f.
L’ensemble de définition de f est D et ’ensemble d’arrivée est Y. On dit qu’'une fonction
f': D' — Y’ étend une fonction f: D — Y si D C D' et Y C Y’ et si pour tout x € D, on
a f(z) = f'(z). La restriction d’'une fonction f: D — Y a Dy C D est la fonction notée
flpy : Do — Y définie par f|p,(z) = f(x) pour tout = € Dy.

La fonction identité idx sur un ensemble X est définie par idx () =  pour tout z € X.
Soit f une fonction définie sur un ensemble D. L’image f(X) d'un ensemble X est défini
par f(X) = {f(z); v € DN X} et I'image de f, noté Im(f), est f(D). L’image inverse
f~1(Y) d'un ensemble Y est défini par f~H(Y) = {z € D; f(z) € Y}.

La composée de deux fonctions f : X — X' et g : X’ — X" est la fonction notée
(go f): X — X" définie par (go f)(z) = g(f(x)) pour tout x € X.

Une fonction est dite :

— surjective si pour tout y € Y il existe z € X tel que y = f(x).

— injective si pour tous x,2’ € X tel que f(z) = f(2') on a z = 2’

— bijective si elle est injective et surjective.
inversible & droite s’il existe une fonction g : Y — X telle que f o g = idy. Dans ce
cas g est appelée un inverse a droite.



Les bases 17

— inversible & gauche s’il existe une fonction g : X — Y telle que g o f = idx. Dans ce
cas g est appelée un inverse a gauche.
— inversible si elle est inversible a droite et a gauche.

Proposition 2.1
Une fonction f est bijective si et seulement si elle est inversible. Dans ce cas, I'inverse a
droite et I'inverse & gauche coincident ; on note alors f~! I'inverse de f.

Les suites

Une suite u indexée par un ensemble [ est notée u = (u;)jer ou simplement u = (u;);
quand il n’y a pas d’ambiguité sur I. Le i-éme élément d’'une suite u est noté u;. Une suite
finie (u;);er est une suite telle que I est fini. Pour une suite finie (u;); de réels, on note
max;es(u;) ou simplement max(u;) le plus grand élément de la suite (u;); pour la relation
d’ordre < sur les réels.

Les vecteurs

Un vecteur v & m > 0 composantes dans un ensemble E est une suite indexée par
{1,...,m} telles que v; € E pour tout i. On note ’ensemble de ces vecteurs E™ (on
permet m = 0 pour éviter des cas particuliers).

L’ordre partiel < sur Q™ est défini pour tout couple de vecteurs u,v € Q™ par u < v
si et seulement si u; < v; pour tout i. On note v + v le vecteur w défini par w; = u; + v;
pour tout i. De méme pour un rationel ¢, on note q.u le vecteur w défini par w; = q.u;.

|||, = max(|x;|) est la norme infinie d’'un vecteur z € Q™ et ||z|[; = D /%, |xi| est la
norme un.

Le vecteur nul 0 de Q™ est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles. Le
vecteur e; de Q™ est défini par (e;); = 0 si j # i et par (e;); = 1 sinon. Les vecteurs e;
sont appelés les vecteurs unitaires de base de Q™.

Le produit scalaire de z,y € Q™ est le rationnel (z,y) = > x;.y;.

Les matrices

Une matrice M a m > 0 lignes et n > 0 colonnes et a coefficients dans un ensemble
E, est une suite indexée par {1,...,m} x {1,...,n} telle que M; ;) € E pour tout (,j).
L’éléement M; ;y est appelé le coefficient de M en i-éme ligne et j-éme colonne. Cet élément
est aussi noté M;;. L’ensemble des matrices a m lignes, n colonnes et a coefficients dans F
est noté M,, ,(F). Une matrice colonne est un matrice de M ,(E) et une matrice ligne
est une matrice de My, 1(E).

Une matrice carrée de taille m > 0 est une matrice dont le nombre de lignes et le
nombre de colonnes sont égaux & m. L’ensemble des matrices carrées de taille m est noté

La transposée d’une matrice M € M,, ,(E) est la matrice notée M' € M, (E) et
définie par M;z = M;;.

Etant données M € My, ,(C) et N € M,, x(C), la matrice M.N € M, ;(C) est définie
par (MN)U = Zl Mil'Nlj-
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Les vecteurs de C" sont identifiés aux matrices colonnes de M ,(C). Ainsi, pour une
matrice M € M,, ,(C) et un vecteur € C", on note M.z le vecteur de C™ défini par
(M.z)j =32 Mija;.

La matrice identité de M,,(Q), notée I, ou simplement I, est définie par I;; = 1 si
i # j et I;; = 0 sinon.

Une matrice M € M,,,(C) est dite inversible s’il existe M’ € M,,,(C) telle que M.M' =
I ou M'.M = I. Dans ce cas, la matrice M’ est unique et est noté M~!'. On a alors
MIM=MM"*=1I

Les polynémes sur C.

On note C[X| I'ensemble des polynomes sur C d’indéterminée X. Un polynome de C[X]
est noté P(X) ou simplement P. Le degré d’un polynéme P non nul est noté d°(P) € N.
Le produit de deux polyndémes P et @ est noté P.QQ. La composée d'un polynéme P par
un polynéme @ est noté P(Q) o P o Q.

Taille des éléments

La taille d’un entier n € Z est notée taille(n) = In(1+|n|). On aurrais pu prendre comme
définition de la taille d'un entier n la partie entiére du logarithme en base 2 de 1 + |n|.
Seulement, & une constante prés, cette définition est équivalente a celle donnée. C’est par
soucis de simplicité que I'on a choisi une taille qui peut ne pas étre entiére. La taille d'un
rationnel ¢ dont I'écriture irréductible est ¢ = n/d est notée taille(q) = taille(n) + taille(d).
La taille d'un vecteur x € Q™ est définie par taille(x) = )", taille(z;). La taille d’une
matrice M € M, (Q) est notée taille(M) = >, ; taille(M;;). La taille d’une partie finie
F de Q™ est définie par taille(F') = > taille(z). Remarquons que la taille peut-étre un
réel qui n’est pas un entier.

Monoide

Un monoide est un couple (F,.) ou E est un ensemble non vide et . : E x E — F une
fonction associative (z.y).z = z.(y.z). On note X* le monoide libre sur alphabet fini X.
Le mot vide de ¥* est noté €. Le monoide engendré multiplicativement par une matrice
carrée M € M, (Q) est définit par (M) = {M?; i > 0}.

Les automates finis

Un langage £ est un sous-ensemble de ¥*. Un automate finie A est un quintuplet
A= (Q,X,A,I,F) o Q est 'ensemble fini des états, ¥ est alphabet fini des actions,
A C @Q x X xQ est 'ensemble fini des transitions, I, F' C ) sont respectivement I’ensemble
des états initiaux et I’ensemble des états finaux.

Définition 2.2
Pour tout état g d’'un automate A = (Q, %X, A, I, F), on définit 'automate A, par A, =

(@.%,A,{q}, F).
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En renversant les fleches d'un automate A et en échangeant les états initiaux avec les
états finaux, on obtient un nouvel automate A’, appelé le co-automate de A = (Q, X, A, I, F),
défini par A" = (Q, X, A", I', F') ou A" ={(¢',b,q); (¢,b,¢') e A}, I'=F et F' =1.

Comme l'alphabet des automates utilisés dans cette thése est toujours égal a X, =
{0,...,7 — 1} pour un entier r > 2 fixé (sauf & quelques passages bien précisés), on ne
prend pas en compte les ensembles ¥ et A pour définir la taille d'un automate. En effet,
comme A est un sous ensemble de Q x ¥, x @, son cardinal est majoré par r.|Q|%.

Définition 2.3
La taille d’'un automate A est égale & son nombre d’états : taille(A) = |Q)|.

Un automate déterministe 4 est un automate A tel que card(I) < 1 et tel que pour
tout état g € @, et pour tout b € ¥, il existe au plus un état ¢’ € Q tel que (q,b,q¢’) € A.
Un automate complet A est un automate A tel que card(I) > 1 et tel que pour tout état
q € @, et pour toute action a € ¥, il existe au moins un état ¢’ € Q tel que (¢,b,¢') € A.

Un chemin P dans un automate fini A est une suite finie

P = q0, (QO7 at, q1)7 <oy qn—1, ((]nfl, Gn, QTL)v dn

telle que (g;); est une suite d’états de @ et ((¢;—1, ai, q;)); est une suite de transitions de A.
On dit que P est un chemin étiqueté par le mot o0 = aq ... a, allant de I'état ¢y a I'état q,.
Un tel chemin est noté par ¢y — g, ou simplement gy — ¢,. Etant donnés deux chemins

P=qg%5q¢detP =¢ Ll q”, on note P.P’ la concaténation des deux chemins.

Le langage L£(A) accepté par un automate fini 4 est 'ensemble des mots o € ¥*
étiquetant au moins un chemin allant d’un état initial & un état final. Deux automates A
et A’ sont dits équivalents s’ils acceptent le méme langage. Un langage £ C ¥* est dit
régulier s'il existe un automate A tel que £ = L(A).

Un cycle C est un chemin C = ¢ — ¢’ tel que ¢ = ¢’. Remarquons que pour tout état
¢, le chemin ¢ = ¢ est un cycle.

En remarquant que la relation ¢ — ¢ est un pré-ordre partiel, on peut définir la
classe d’équivalence [q] ; d'un état ¢ par [¢]4 = {¢' € Q; ¢ — ¢ et ¢ — ¢}. Une telle
classe d’équivalence est appelée une composante fortement connexe. Le pré-ordre partiel
— induit sur les classes d’équivalence un ordre partiel noté sans ambiguité par —; on a
ainsi C — C’ pour deux composantes fortement connexes C et C’ si et seulement s'il existe
un chemin allant d’'un état ¢ € C' 4 un état ¢’ € C".

Définition 2.4
Le résidu (a gauche) par un mot w € X* d’un langage L C ¥* est la partie w™'.L de ©*
définie par wl.L = {0 € ¥*; w.o € L}.

Le résidu a droite n’étant pas utilisé, on ne rappelle pas sa définition.

Théoréme 2.5 ([Yu97])
Un langage £ C ¥* est régulier si et seulement si 'ensemble de ses résidus est fini. De plus,
tous les automates déterministes et complets acceptant L et ayant un nombre minimal
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d’états sont égaux, a permutation prés des états, a Pautomate A(L) défini par :

A(L)= (Q(L),%,A(L), I(L), F(L))
QL)={o"1L; 0 € ¥}
A(L)={(g,a,a7".q); ¢ € Q(L); a € 1}
I(L) ={L}

F(L)={q€Q(L); e € Q(L)}

Les sous-espaces vectoriels de Q™

Rappelons qu'un sous-espace vectoriel V' de Q™ est une partie de Q™ contenant le
vecteur nul et telle que pour tous z,2’ € V, et pour tous ¢,¢ € Q, on a q.x + ¢ .2’ € V.
D’autre part, toute intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un sous-espace
vectoriel. Par suite, pour une partie X C Q™, il existe un plus petit espace vectoriel vec(X)
contenant X. Une partie X est dite génératrice pour un espace vectoriel V' si V' = vec(X).
La dimension d’un sous-espace vectoriel V' est le plus petit entier dim(V') € {0,...,m}
tel qu’il existe une partie génératrice X de V de cardinal dim(V). Une telle partie X
est appelée une base de V. Rappelons que pour toute partie X C Q™, on a vec(X) =
{30 gixi; ¢ € Q; x; € X}. Une partie X C Q™ est dite libre si pour toute partie finie
Xo € X et pour toute suite (¢z)zex, de rationnels tels que > .y ¢z.x = 0 alors ¢; =0
pour tout x € X. Une partie X est une base si et seulement si c’est une partie libre et
génératrice. Une fonction linéaire f: X — Y o X C Q" et Y C Q™ est une fonction telle
qu'’il existe une matrice M € M,,(Q) et un vecteur v € Q™ tels que f(x) = M.x + v pour
tout x € X.

Les parties convexes

Un convexe P de Q™ est une partie de Q™ telle que pour tous z,2’ € P et pour tous
t,t' € QF vérifiant t +t' =1, on a t.x +t.2’ € P. Un convexe de N™ est 'intersection d’un
convexe de Q" avec N,

Les parties de N définissables dans la logique de Presburger

Un terme ¢ est un couple t = (q, (¢z)zcx) tel que ¢ € Z et (gz)zcx est une suite finie
de Z. L’ensemble X est noté var(t) et est appelé 'ensemble des variables libres de t. Un
tel terme ¢ est noté t = q+ > -y qz.T.

Une formule de Presburger ¢ est un élément de la grammaire :

¢ = t#t|3x ¢|Vz PP V @|p A dld|truel false

ou t est un terme et # € {<, >, <, >,=}.

Définition 2.6
Une formule de Presburger étendue aux modulos ¢ est un élément de la grammaire :

¢ := tH#t|t#tm] |3z ¢V ¢ld V ¢l A gl =gltrue|false
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ou m € N*.

On définit par induction 'ensemble var(¢) des variables libres d’une formule de Pres-
burger ¢ :
(t#t) =
(t#t'Im ]) var(t) U var(t')
var(¢ V ¢' ) = var(¢ A ¢') = var(¢) U var(¢)
var(—¢) = var(¢)
(
(

var(t) U var(t')

var(3z ¢) = var(Va ¢) = var(¢)\{z}
var(true) = var(false) = ()

Pour une formule de Presburger ¢ et une fonction f : var(¢) — N, on définit f | ¢
par l'induction suivante :

([E 0+ Y ex @ a#d + X ey db@
si (04 DPpex Gf (@) #d + X ey € f(2))
fE a+ ZmEX Qo 2#q + Zx/eX/ q;,.x’[m]
si dk € Z; (q + ZmGX Qrf<x)#q/ + zx’EX’ q;/f@/)) + k.m
/ ): oV le si (f’var(qS) |: ¢) ou (f|var(d)’) ): QZ)/)
fE ond
si (f‘var((;ﬁ) ‘: ¢) et (f’var(qb’) ‘: ¢I)
fE -9
si non (f = )
fE 3o
sl existe f': var(¢) — N étendant f telle que f' = ¢
fE Yzo
si pour toute f’: var(¢) — N étendant f, on a f' = ¢
fE true

Deux formules de Presburger ¢ et ¢ sont dites équivalentes si pour toute fonction
fivar(¢) Uvar(¢’) — Non a flyrg) = ¢ si et seulement si flyar(g) = @'

Pour un ensemble fini ordonné V. = {vy,...,v,} et un vecteur z € N™ on note
fvae V. — N la fonction définie par fy,(v;) = z; pour tout i € {1,...,m}. Soient
V = {v1,...,vy} un ensemble totalement ordonné et ¢ une formule de Presburger telle

que var(¢) C X, on définie la partie [¢];, de N™ par :

[¢ly = {z e N"; fva = ¢}

Définition 2.7
Une partie X C N est dite L-définissable pour une sous-logique L de Presburger s’il
existe une formule ¢ € L et un ensemble fini V totalement ordonné tel que var(¢) C V et

X = [¢]y-

Voici les six fragments dont nous aurons besoin dans la suite :
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Affine-définissable =tlpV ¢|d A dltrue| false
Non-quantifiée-définissable =tlp V olo A ¢||true| false
Clos-par-le-haut-définissable > oV olo A @ltrue|false

o=t

¢ =t

¢ ==z
Clos-par-le-bas-définissable ¢ :=x < c|¢ V ¢|d A @|true|false

¢ ==z

¢ =1t

Intervalle-définissable =c|pV d|lo N p|-¢|true|false

Polyedre-définissable < ¢l V dld A d|-p|true|false

Remarque 2.8
Remarquons que I'ensemble {x € N x > ¢} est intervalle-définissable pour tout ¢ € N car

défini par la formule /\f;é(ac #1).
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CHAPITRE 3

Parties affines et semi-affines

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les notions d’algebre linéaire utilisées dans cette
thése et d’étudier la classe des parties semi-affines et son algorithmique.

Prendre I'enveloppe affine d’une partie est souvent une sur-approximation trop gros-
siére. Par exemple, I'enveloppe affine de trois points non alignés du plan est le plan tout
entier. On étudie dans ce chapitre "approximation que 'on obtient en considérant des
unions finies d’espaces affines, appelées espaces semi-affines. En montrant que la classe des
semi-affines est stable par intersection quelconque, on définit I’enveloppe semi-affine d’'une
partie ; 'enveloppe semi-affine de trois points du plan étant alors égale & ces trois points.

Nous étudions l'algorithmique des espaces semi-affines en montrant que tout espace
semi-affine s’écrit de maniére unique comme une union finie d’espaces affines deux a deux
incomparables. En représentant canoniquement les espaces affines, on aura ainsi par cette
écriture une représentation canonique des semi-affine dont ’algorithme sera prouvée poly-
nomiale par un algorithme d’élimination de Gauss.

Dans la section 3.1 on définit les enveloppes affines et semi-affines dans une partie
K C Q™. La stabilité de ces enveloppes pour les opérations d’union, intersection, de
somme et d’image par un fonction affine, est étudiée dans la section 3.2 suivante. Enfin,
dans la derniére section 3.3, on présente l'algorithmique des espaces semi-affines.

Enveloppe affine et semi-affine
On établit dans cette section l'existence d’'une enveloppe affine et d’une enveloppe
semi-affine dans K. Pour cela, on commence par traiter le cas particulier K = Q™ et on

en déduit le cas général.

Rappelons qu'un espace affine A de Q™ est soit ’ensemble vide, soit une partie de la
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— — —
forme A =v+ A ottv € Q™ et A est un espace vectoriel de Q™. Cet espace A, unique, est
appelé le vectorialisé de A. La dimension d’un espace affine est définie par dim(A4) = —1

si A =0 et par dim(A) = dim(Z) sinon.

Définition 3.1
Un espace semi-affine de Q™ est une union finie d’espaces affines de Q™.

Définition 3.2
Une partie affine (respectivement semi-affine) de K C Q™ est l'intersection d’un espace
affine (respectivement semi-affine) de Q™ avec K.

Pour simplifier la présentation des preuves de cette section on ne fait aucune hypothése
sur K. Cependant, dans le reste de cette thése, on prendra K = N™.

Cas affine

Définition 3.3
Toute partie X C Q™ est incluse dans un plus petit espace affine appelé I'enveloppe affine
de X et notée aff(X).

Pour définir I'enveloppe affine dans une partie K C Q™, on commence par établir
I’égalité suivante.

Proposition 3.4
Pour toute partie affine X de K, on a X = aff(X)N K.

Démonstration :

Par définition d’une partie affine de K, il existe un espace affine A tel que X = AN K.
Comme X C A, par minimalité de I’enveloppe affine, on déduit aff (X') C A. En intersectant
les inclusions X C aff(X) C A par K, on déduit X Caff( X) NK CANK = X. O

De la proposition précédente, on déduit que toute partie X C K est incluse dans une plus
petite partie affine aff(X) N K de K pour la relation d’inclusion, appelé l'enveloppe affine
dans K.

Définition 3.5
L’enveloppe affine dans K d’une partie X C K est notée aff x(X) = aff (X) N K.

Cas semi-affine

Comme dans le cas affine, on montre 'existence d’une enveloppe semi-affine dans K en
commencant par le cas particulier K = Q™.

Proposition 3.6
La classe des espaces semi-affines est stable par intersection quelconque (finie ou infinie).
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Démonstration :

Comme une interstion finie d’espace affine est un espace affine, une intersection finie
d’espaces semi-affines est semi-affine. Pour prouver la stabilité par intersection infini, com-
menc¢ons par montrer que toute suite décroissante de semi-affines de Q™ est stationnaire.
Pour cela, on fait une démonstration par récurrence sur k € {—1,...,m} dont 'hypothése
au rang k est : toute suite décroissante de semi-affines de Q™ inclus dans un espace af-
fine de dimension k, est stationnaire. Pour £ = —1, I’hypothése de récurrence est établie
car on a alors A = (). Supposons donc I’hypothése de récurrence vraie pour un entier
ke {—1,...,m — 1} et considérons un espace affine A de dimension k£ + 1 et une suite
(T )nen décroissante de semi-affines de Q™ inclus dans A. Le cas T,, = A pour tout n vé-
rifie la récurrence et on peut donc supposer 'existence d'un indice ng > 0 tel que T;,, # A.
Décomposons I'espace semi-affine T}, en une union finie d’espaces affines Ty, = (U, s 4;-
Pour n > ng, de 'égalité T, = UjeJ(Tn N A;), on déduit qu'il suffit de prouver que chaque
suite (7, N A;), est stationnaire. Comme A; C A, on a dim(A;) < dim(A). Ainsi la suite
de semi-affines (7, N A;)n>n, est décroissante et incluse dans l'espace affine A; vérifiant
dim(A;) < k. L’hypothése de récurrence montre qu’elle est stationnaire. La récurrence est
donc établie.

Considérons alors une classe C d’espaces semi-affines et montrons que I'ensemble (g S
est semi-affine par I'absurde. Nous allons construire par récurrence une suite croissante
(Ci)izo de sous-ensembles finies de C tels que S; = (Ngee, S soit un suite strictement
croissante. On considére Cy = (). Supposons construit Cp, ..., C, et montrons comment
construire C,+1. Remarquons que [ sec S € Sp. Or S, est un semi-affine alors que N sec S
n’en n’est pas un. Ainsi, Uinclusion est stricte. Il existe donc S € C tel que S & 5,.
Considérons Cy,+1 = C,U{S} et remarquons que l'on a bien S,, C S;,+1. On a ainsi construit
une suite strictement décroissante (Sy)n>0 d’espaces semi-affines. D’ou la contradiction.
Ainsi (ge S est semi-affine. O

Ainsi, en prenant l'intersection de tous les espaces semi-affines contenant une partie X
de Q™, on obtient le plus petit semi-affine contenant X, appelé I’enveloppe semi-affine de
X.

Définition 3.7
L’enveloppe semi-affine d’une partie X C Q™ est notée saff(X).

Pour prouver l'existence d'une enveloppe semi-affine de K, comme pour ’enveloppe
affine, on établit I'égalité suivante.

Proposition 3.8
Pour toute partie semi-affine X de K, on a X = saff(X)N K.

Démonstration :
Meéme preuve que celle de la proposition 3.4. O

Remarque 3.9
Considérons la partie X = {(0,2),(2,1),(4,0)} représentée a la figure 3.1. Remarquons
que X est une partie affine de N™. Cet exemple montre que saff (X)) # aff (X).
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Figure 3.1 Pour X = {(0,2),(2,1),(4,0)}, aff(X) = (0,2) + Q.(2, —1) et saff (X) = X

On déduit de la proposition 3.8 que toute partie X de K est incluse dans une plus
petite partie semi-affine saff (X) N K de K pour la relation d’inclusion, appelé I'enveloppe
semi-affine dans K.

Définition 3.10
L’enveloppe semi-affine dans K d’une partie X C K est notée saff i (X) = saff(X) N K.

Stabilité des enveloppes

Dans cette section on montre que aff(X U X”), aff (X + X') et aff(f(X)) peuvent se
calculer en fonction de aff(X), aff(X’) et de l'extension affine de f (et symétriquement
pour Penveloppe semi-affine).

Union

Proposition 3.11
Soient X et X' deux parties de Q™. On a :

aff (X U X') = aff (aff (X) U aff (X))
saff (X U X') = saff(X) U saff(X”)

Démonstration :

Montrons la premiére égalité. De aff (X)Uaff (X’) C aff (X UX"), on déduit aff (aff (X)U
aff(X')) C aff(X U X’). Pour l'inclusion inverse, remarquons que X U X’ C aff(aff(X) U
aff(X'). Ainsi, on a aff(X U X') C aff(aff (X) U aff (X7).

Le cas semi-affine se montre de la méme facons. [l

Somme

Proposition 3.12
Soient X et X' deux parties de Q™. On a :

aff (X + X') = aff(X) + aff(X')
saff (X + X') = saff (X) + saff (X")
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Figure 3.2 Deux parties affines X = (0,1) + N.(3,1) et X' = (1,0) + N.(1,3)

Démonstration :

Montrons que aff (X + X') = aff (X) + aff(X’). Comme X C aff(X) et X’ C aff(X’),
on a l'inclusion X + X’ C aff (X) + aff(X’). Comme aff(X) + aff (X') est un espace affine
contenant X + X', par minimalité de I'enveloppe affine, nous avons aff (X +X’) C aff(X) +
aff(X’). Pour l'inclusion inverse, pour tout x € X, on a z + aff(X') = aff(x + X’) C
aff(X + X’). On a donc X + aff(X’) C aff(X + X’). D’ou, pour tout 2’ € aff(X’), on
a X 4+ 2 C aff(X + X’). Ainsi aff(X) + 2/ = aff(X 4+ 2/) C aff(X + X’) pour tout
2’ € aff(X’). On a l'inclusion aff(X) + aff(X’) C aff(X + X’). On a donc prouvé 1'égalité
aff (X + X') = aff (X) + aff (X').

Le cas semi-affine se montre de la méme maniére. |

Intersection

En général les égalités aff (X NX") = aff (X)Naff (X') et saff (XNX") = saff (X )Nsaff (X’)
ne sont pas vérifiées comme le montre I'exemple représenté par la figure 3.2.

Image par une fonction affine

Une fonction f : D — Q™ avec D C Q™ est affine s'il existe une matrice M €
M 1 (Q) et un vecteur v € Q™ tels que f(z) = M.z + v pour tout x € D. L’extension
affine d’une fonction affine f définie sur une partie D est 'unique fonction affine F' :
aff(D) — Q™ étendant f sur aff(D).

Cette extension affine nous permet d’établir les égalités suivantes.

Proposition 3.13
Soit f: D — Q" une fonction affine et F son extension affine. Pour tout X C D on a :

aff (f (X))
saff (f (X))

F(aff(X))
F(saff(X))

Démonstration :
La preuve du cas semi-affine étant identique a celle du cas affine, on ne prouve que la
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premiére égalité. Comme F' est une fonction affine, il existe M € M, ,,,(Q) et v € Q™
tels que F(z) = M.z 4+ v pour tout z € D. Considérons la fonction affine g définie sur
tout Q™ par g(z) = M.x +v. Comme X C D, on a f(X) = ¢g(X). De I'inclusion X C
D C aff(D), on déduit par minimalité de 'enveloppe affine, aff(X) C aff(D). Ainsi, on
a aussi F'(aff(X)) = g(aff(X)). Il suffit donc de prouver ’égalité aff (¢(X)) = g(aff(X)).
De X C aff(X), on déduit g(X) C g(aff(X)). Comme g(aff(X)) est un espace affine, par
minimalité de l'enveloppe semi-affine, on a aff(g(X)) C g(aff(X)). Montrons l'inclusion
réciproque. Puisque g(X) C aff(g(X)),ona X C g~ 1(g(X)) C g~ (aff(g(X))). La fonction
g étant affine et définie sur tout Q™, I'ensemble g~ (aff (¢(X))) est un espace affine. Ainsi,
aff(X) C g !(aff(g(X))). En prenant I'image l'inclusion par la fonction g, on obtient
g(aff(X)) C g(g~ ! (aff(g(X)))). Il reste & montrer 1'égalité g(g~!(aff(g(X)))) = aff (g(X)).
Comme X C Q™, on a g(X) C ¢g(Q™). Par minimalité de 'enveloppe affine, on déduit de
I'inclusion précédente aff(g(X)) C g(Q™). Comme g(g~ (aff(g(X)))) = aff(9(X))Ng(Q™),
on a prouvé g(g~ ' (aff(9(X)))) = aff (g(X)). O

Algorithmique des semi-affines

Dans cette section, on montre qu'un espace semi-affine s’écrit comme une union finie
d’espaces affines deux & deux incomparables pour la relation d’inclusion, et que cette
écriture est unique a permutation prés. Ainsi, en donnant une représentation canonique
des espaces affines, on obtient naturellement une représentation canonique des espaces
semi-affines.

Nous montrons comment décomposer canoniquement un espace semi-affine en une
union finie d’espaces affines, puis on étudie 'algorithmique des espaces affines.

Composantes d'un semi-affine

On montre qu'un espace affine s’écrit de fagon unique comme une union finie d’espaces
affines deux a deux incomparables.

Définition 3.14

Une écriture d’un espace semi-affine S est une classe finie C de parties affines telle que
S = Uaec A. Elle est dite irréductible si les éléments de C sont deux a deux incomparables
pour la relation d’inclusion.

De toute écriture d’un semi-affine, on peut effectivement extraire une écriture irréduc-
tible. On va montrer que tout espace semi-affine admet une unique écriture irréductible
égale a ’ensemble des composantes affines.

Définition 3.15
Une composante affine A d’un espace semi-affine S est un espace affine A C S qui est
maximal pour la relation d’inclusion. L’ensemble des composantes affines est noté comp(S).

On commence par montrer la proposition suivante.
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Proposition 3.16
Soient A un espace affine et S et S’ deux espaces semi-affines tels que A C S U S’. Alors
soit A C S, soit A C S’.

Démonstration :

Il suffit de prouver par récurrence sur n > 1 que pour tout espace affine A et pour
toute suite (A;)1<i<n d’espaces affines tels que A C |J* | A;, il existe i € {1,...,n} tel que
A C A;. Le cas n = 1 est évident. Supposons donc la récurrence vraie pour un entier n > 1
et considérons un espace affine A et une suite (4;)o<i<n tels que A C [J;-, Ai. Remarquons
que si A C Ay alors la récurrence est montrée. On peut donc supposer que A Z Ag. On va
montrer que A C |J_; A;. Comme A Z Ay, il existe ag € A tel que ag ¢ Ag. Considérons
a € A. Comme A est un espace affine, pour tout ¢t € Q, on a ap +t.(a —ag) € A. Pour tout
t € Q, il existe donc au moins un indice i(t) € {0,...,n} tel que ag +t.(a — ag) € Ajy)-
Pour chaque ig € {0,...,n}, on note Tj, la partie de Q définie par T;, = {t € Q; i(t) = io}.
Comme l'ensemble Q est égal a I'union des Tj, pour ig € {0,...,n}, il existe un indice i
tel que Tj, est infini. On a alors ag+T5,.(a —ap) € A;,. Comme A;, est un espace affine, on
a alors ag + Q.(a —ap) = aff(ag + T;,.(a — ap)) C A;,. En particulier, on déduit ap,a € A;,.
Puisque ag € Ao, on aig € {1,...,n} et a € |J;—; Ai. On a donc prouvé que A C (I | A;.
En utilisant 'hypotheése de récurrence, il existe un indice i € {1,...,n} tel que A C A; et
la récurrence est prouvée. O

Proposition 3.17
Tout espace semi-affine S admet une unique écriture irréductible, égale a I'ensemble des
composantes affines.

Démonstration :
Soit C une écriture irréductible d’un espace semi-affine S. Il suffit de prouver que
C = comp(S). Prenons un espace affine A € C et montrons que A est un espace affine
maximal contenu dans S. Soit A’ un espace affine tel que A C A’ C S. Comme A" C S,
de la proposition 3.16, on déduit 1'existence d'un A” € C tel que A’ C A”. De A C A" et
A/A" € C,onon A= A" Ainsi, on a A = A’ € comp(S). Réciproquement, considérons
A € comp(S). Comme A C S, la proposition 3.16 montre I'existence d’'un espace affine
A" e C tel que A C A’. Comme A € comp(S) et AC A’ C S, ona A= A" Ainsi, A € C.
O

On peut donc représenter canoniquement les espaces semi-affines par des ensembles finis
d’espaces affines incomparables pour la relation d’inclusion. Dans la sous-section suivante,
on va montrer qu’il existe une représentation canonique des espaces affines et que pour
cette représentation, toutes les opérations intéressantes se réalisent en temps polynomial.

Représentation canonique d'un espace affine

On présente dans cette sous-section une représentation canonique des espaces affines.
Cette représentation utilise le fait que la projection orthogonale sur un espace affine est
une fonction affine définie sur tout Q™.
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Remarque 3.18

Pour représenter canoniquement des polyédres, on trouvera dans [AFP02] et [Sch87], prin-
cipalement deux méthodes : une par contraintes utilisant des formules de la logique des
polyédres, et une par points extremaux. L’intérét de notre représentation est d’étre adaptée
aux espaces affines et d’étre ainsi plus simple & manipuler.

Projection orthogonale sur un espace affine

Rappelons que pour tout espace affine A non vide de Q™ il existe une unique fonction
affine IT4 : Q™ — Q™, appelée projection orthogonale sur A, telle que pour tout (z, @) €
QM x Z, on a:

11 A(:E) cA
(x —Tu(z),a)=0

Comme la fonction affine II4 est définie sur tout Q™, il existe un unique couple
(Ma,v4) € Mp(Q) x Q™ tel que I14(z) = My.x+v4 pour tout x € Q™. On obtient ainsi
une représentation canonique d’un espace affine non vide A.

Définition 3.19
La représentation canonique d’un espace affine non vide A est le couple p(A) = (Ma,va).

La taille de p(A) pour un espace affine non vide A est notée taille(p(A)) = taille(My4) +
taille(va). Par convention, on note taille(p(f)) = 0.

La proposition suivante montre comment déduire de la représentation p(Z), la repré-
sentation d’'un espace affine non vide A.

Proposition 3.20
Pour tout espace affine non vide A et pour tout v € A, on a :

Ma =M
vA:v—MZ.v

Démonstration :
Considérons la fonction affine f définie sur Q™ par f(x) = v+ M~.(z — v) pour tout

=,
€ Q™. On a alors f(x) € A et pour tout @ € A, on a

(& — f(z), @) = <(:c —v) = M.(x —v), 7> ~0
Par unicité de la projection orthogonale, on a IT4(x) = f(z) = M=.x+v— M. ]

La proposition suivante est utile pour calculer la représentation canonique d’un espace
vectoriel.

Proposition 3.21
Soit N € M, (Q) une matrice. On suppose que l'ensemble des colonnes de N, noté
C(N) = {N.e;; i € {1,...,m'}}, est une famille libre de Q™. L’espace vectoriel V =
vec(C(N)) vérifie :

My = NY(N.NH"LN
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Démonstration :

Considérons un vecteur z € Q™. Comme Iy (x) € vec(C(N)), il existe un vecteur y €
Q™ tel que Iy (z) = N.y. Pour tout z € Q™ de N.z € V, on déduit (x — Iy (z), N.z) = 0.
On a alors <Nt.(a; — N.y),z> — 0 pour tout z € Q™. On a donc Nt.z = N*.N.y. Comme
les colonnes de N sont libres, le determinant de N*.N est non nul (c’est le determinant de
Gram [AF88]). On a donc y = (N*.N)"L.Nt.z. Ainsi, pour tout z € Q™, on a Iy (z) =
N.(N'.N)~L.Nt.z. De cette égalité, on déduit la proposition. O

La proposition suivante montre que la représentation que l'on a choisie a une taille
minimale a un facteur multiplicatif 32.m> prés.

Proposition 3.22
Pour tout espace affine A de Q™ non vide et pour toute partie finie X C Q™ telle que
A=aff(X), ona

taille(p(A)) < 32.m°.(taille(X) + 1)

Démonstration :

Soit A un espace affine de Q™. Comme le cas A = () est immédiat, on peut supposer que
A # 0. Sidim(A) =0, il existe b € Q™ tel que A = {b} et p(A) = (b,0). Considérons une
partie finie X C Q™ telle que A = aff(X). Puisque A = {b}, on a nécéssairement X = {b}.
On peut donc supposer dim(A) > 1. Soit alors une partie finie X = {xg,..., 2z} C Q™
telle que A = aff(X). Il existe une partie Xo C X libre telle que aff(X) = aff(X). Comme
taille(X() < taille(X), on peut supposer que X = Xjy. On a alors m’ = dim(A4) > 1 et
en particulier m > 1. On note N € M, ,,,y(Q) la matrice dont les colonnes correspondent
aux vecteurs de X : pour tout ¢ € {1,...,m'}, N.e; = x; — xg. D’apreés la proposition 3.20,
Ma = M~ et par la proposition 3.21, on déduit My = N'.(N.NY)~LN.

Posons s = taille(X) et considérons le produit d de tous les dénominateurs des vecteurs
x;. Comme chaque dénominateur est strictement majoré par e®, on a la majoration d <
em-(mt1)-s < ¢2ms De plus, pour tout i € {0,...,m'}, on a l|d.2i]] o, < 3mts,

Par construction de d et N, la matrice P = d.N est & coefficients dans Z et ||P|| <
2.¢3m”5 Cette matrice vérifie de plus My = P*.(P.Pt)~1.P.

Ainsi, il existe un entier h € Z\{0} et une matrice H € M,,/(Z) tels que :

-1 _ 1
PPy '=1H 3
|h| < (4.m2)m.€6.m .S
1H]lpe < (dm2)m.eSms

Comme ||P|| < 2.¢3m*5 on a HP.PtHOO < 4.m.e5™*s_ Le déterminant h de la matrice
P.P! peut-étre majoré par :

|h| < m!.(4.m.66'm2~s)m < (4.m2)m,36'm3~3

Posons H = h.(P.Pt)_l. Comme H est égale a la co-matrice de P.P!, on a aussi la majo-
ration : ||H|| < (m — 1)!.(4.m.66'm2-3)m < (4'm2)m'66.m3.s.
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De légalité h.My = P'.H.P, on déduit ||h.Mal|, < 4.m3.(4.m2)™ e'2m%5 - Ainsi, on
a la majoration :
taille(M4) < m?. [18.m*.s + 2.m. In(4.m?) + In(4.m?)]

In(4.m?) In(4.m3)
4.
am? N T oms

< m®.(18.taille(X) + 8.
12

=)

< 18.m° . (taille(X) + 1)

)

< m®.(18.taille(X) +

D’apreés la proposition 3.20, on a v4 = g — Ma.xg. Comme d.xg € Z™, on a d.h.vay € Z™.
De plus, [|d.h.val|,, < (4.m2)™.e8ms 4 4.m3. (4.m2)™.el5ms L 5m3. (4.m2)m 5 m’s
Enfin, de la majoration |d.h| < (4.m2)™.e3™>5 on déduit :

taille(vg) < m. [14.m3.s + m. In(4.m?) + m.In(4.m?) + 1n(5.m3)]
< 14.m° . (taille(X) + 1)

On a donc prouvé taille(p(A)) < 32.m°.(taille(X) + 1). O

Une algorithmique polynomiale

En représentant canoniquement un espace semi-affine S par ’ensemble fini {p(A); A €
comp(S)}, on déduit de l'algorithme de résolution de Gauss des systémes linéaires, que
I’algorithmique des espaces semi-affines est polynomiale pour cette représentation.

Théoréme 3.23
La représentation canonique des espaces semi-affines suivants, est calculable en temps po-
Iynomial :
— L’enveloppe affine d’un semi-affine.
— L’intersection de deux espaces semi-affines.
— Le produit cartésien de deux espaces semi-affines.
— L’espace affine engendré par une partie finie ' C Q™.
— L’orthogonal d’un espace semi-affine.
— La somme de deux espaces semi-affines.
— L’image d’un espace semi-affine par une fonction affine.
— La composition de deux relations semi-affines.
De plus, on peut décider en temps polynomial I'inclusion de deux espaces semi-affines.

Démonstration :
11 suffit d’appliquer l'algorithme de Gauss. O

Remarque 3.24
Expérimentalement, on a remarqué qu’il fallait représenter en machine une matrice M €
M, (Q) sous la forme M = é.M’ ot d € N* est premier avec les coefficients de la matrice

M' € My, (Z). En effet, dans le cas d'une représentation sous la forme M;; = 52 on
ij
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n;j € Z et d;; € N* sont premiers entre eux, on a observé une explosion du nombre de pged
a calculer.






CHAPITRE 4

Couverture d'un automate

Dans ce chapitre, on présente une méthode pour sur-approximer un ensemble repré-
senté symboliquement par un automate binaire.

Les représentations symboliques jouent un roéle important dans le domaine de la vérifi-
cation des systémes infinis. En effet, une des méthodes pour vérifier un tel systéme, consiste
a calculer une représentation finie de I’ensemble infini des états accessibles. Suivant la struc-
ture du systéme a analyser, différentes représentations symboliques ont été développées.
Les “SRE” sont utilisés pour représenter des contenus de file d’un “lossy channel system”
[AJ93| [ABJ9S|; les “CST” [DRVO01| permettent de représenter des ensembles clos par le
haut ou par le bas pour vérifier des réseaux de Petri (avec ou sans perte [BM99|). Pour
vérifier les systémes & compteurs, des représentations par automates ont été développées.
Appelés “NDD” [Boi98|, [WB00] ou “DFA” (nom donné a la bibliothéeque d’automates de
MONA : “Deterministic Finite Automaton”) [KMS02] [BC96|, ces automates permettent
de représenter canoniquement une large classe de sous-ensemble de N et en particulier
toutes les parties Presburger-définissables. Remarquons que hors du contexte des systémes
a compteurs, cette représentation a aussi permis de vérifier des protocoles paramétrés de
communication en anneau |[BJNTO00|, [BF|, [AJNd02|, [ABJN99|.

Cependant, I'ensemble des états accessibles d’'un systéme complexe peut ne pas étre
représentable par la représentation symbolique que 'on a choisie. Comme la découverte et
I'implémentation d’une représentation symbolique est un travail de recherche important,
on a souvent recours a l'approximation (|[BF99]|). Par exemple 'outil HYTECH approxime
une union finie de polyédres par son enveloppe convexe [Hyt]. Cette technique permet
aussi de terminer un calcul de points fixes [BGP99|. Enfin, la sur-approximation permet
d’analyser qualitativement un ensemble. On peut en effet juste chercher & prouver qu’une
certaine relation affine reliant les compteurs d’un systéme est valide [MOS04| |Ler03].

L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthode d’approximation des ensembles
représentés par automates. Remarquons que parallélement & notre étude, le théorie des
“structures automatiques” [BG02| s’applique & caractériser les représentations par auto-
mates permettant de “résoudre” les logiques du premier ordre |Bar77| par des méthodes
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généralisant celles que 'on utilise habituellement pour la logique de Presburger (|[BC96],
[WB95]).

On a obtenu les résultats suivants :

— Caractérisation des représentations par automates, stables par résidus. celles-ci pos-
sédent la bonne propriété pour pouvoir sur-approximer ’ensemble représenté.

— Nous avons étendu la représentation par NDD pour obtenir une nouvelle représen-
tation stable par résidu, appelée UBA.

— Nous présentons un algorithme de calcul en temps polynomial (respectivement expo-
nentiel) de l'enveloppe affine (respectivement semi-affine) d’un ensemble représenté
par un UBA.

Dans la section 4.1, on définit la notion de représentation et on introduit les repré-
sentations réguliéres et/ou stables par résidu. En s’intéressant plus particuliérement aux
représentations des parties de N, on montre dans la section 4.2 qu’en étendant la repré-
sentation par NDD, on obtient une nouvelle représentation stable par résidu. En section
4.3 on montre comment & partir d'une “couverture” d’un automate, on déduit une sur-
approximation de I’ensemble représenté par cet automate dans le cadre des représentations
stables par résidu. Enfin, en appliquant cette technique au cas des NDD, on déduit dans la
section 4.4 un algorithme de calcul de I'enveloppe affine (respectivement semi-affine) d’un
ensemble représenté par un NDD.

Dans tout ce chapitre, E est un ensemble non vide.

Les représentations

On montre comment représenter les éléments d’un ensemble F par des mots sur un
alphabet Y. Cette représentation induit naturellement une représentation des parties de
E par des langages sur X. Pour que les opérations ensemblistes (union, intersection et
complémentaire) sur les langages se traduisent en opérations ensemblistes sur les parties
de F, on définit la classe des langages non-ambigus dans la section 4.1.1. Dans la section
4.1.2 on définit la classe des représentations réguliéres et la classe des représentations
stables par résidu, deux classes de représentations adaptées aux langages a la fois réguliers
et non-ambigus.

Comme 'on souhaite que tout élément de E puisse étre représenté par au moins un
mot de X*, il est naturel de considérer la définition suivante.

Définition 4.1
Une représentation est un triplet (X, E,p) tel que ¥ est un alphabet fini et p est une
fonction surjective définie sur une partie de ¥* et a valeur dans un ensemble E.

Sans ambiguité, on notera de la méme fagon la fonction p et la représentation (3, E, p).
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Les langages non-ambigus

Une représentation p permet naturellement d’associer a un langage £ sur X la partie
p(L) de E. Remarquons que l'opération d’union sur les langages “se transporte” par p en
opération d’union sur les parties de E; en effet, pour tout couple de langages (£, L) sur
Yon a p(LUL) = p(L)Up(L"). Cependant, il n’en va pas de méme pour I'opération
d’intersection comme le montre le lemme 4.2 suivant.

Lemme 4.2
II existe une représentation p et deux langages L et L' tels que p(LN L") C p(L) N p(L").

Démonstration :

On se place dans le cas E =N et ¥ = {0, 1}. La fonction p est définie sur tout ¥* par
p(o) = |o|. On considére £ = {0} et £ = {1}. On a alors 0 = p(LN L") C p(L) N p(L') =
{1}. O

Pour que l'opération d’intersection sur les langages “se transporte” par p en opération
d’intersection sur les parties de E, on introduit la classe des langages non-ambigus.

Définition 4.3
Un langage L est dit non-ambigu pour une représentation p s’il existe une partie X C E
telle que £ = p~1(X).

Intuitivement, un langage non ambigu £ est tel qu'un élément x € F est “représenté”
par un mot de £ (z = p(o) pour o € L), alors toutes les représentations de x sont dans £
(pour tout o € p~t({z}), on a o € L).

Les langages non-ambigus permettent de représenter “canoniquement” les parties de E.

Proposition 4.4
L’application X — p~!(X) est une bijection de I’ensemble des parties de E dans I'ensemble
des langages non-ambigus, de réciproque £ — p(L).

Démonstration :

Il suffit de montrer que :

— pour toute partie X de E, on a p(p~1(X)) = X, et

— pour tout langage non-ambigu £, on a p~(p(L)) = L.
Le premier point est immédiat car la fonction p est surjective. Prouvons le deuxiéme point
en considérant un langage non-ambigu L. Il existe une partie X C E telle que £ = p~}(X).
D’aprés le premier point, p(£) = p(p~1(X)) = X. Ainsi p~1(p(L)) = p1(X) = L et on a
prouvé le deuxiéme point. [l

Il est alors naturel de définir la notion de codage d’une partie et de complété d’'un
langage.

Définition 4.5
Le codage d’une partie X est le langage non-ambigu £ = p~(X).
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Définition 4.6
Le complété d'un langage L est le langage p~*(p(L)).

On montre que les opérations d’union, d’intersection et de complémentaire sur les
langages non-ambigus se traduisent en opérations sur les parties de E.

Corollaire 4.7
Pour tout couple de langages non-ambigus L et L' :
— I'union LU L' est non-ambigu et vérifie p(L U L") = p(L) U p(L'),
— T'intersection £ N L' est non-ambigu et vérifie p(L N L") = p(L) N p(L), et
— le complémentaire p~1(E)\L est non-ambigu et vérifie p(p~*(E)\L) = E\p(L).

Démonstration :

Considérons deux langages non-ambigus £ et £. On note X et X' les parties de E
définies par X = p(L) et X’ = p(L'). La proposition 4.4 montre que l'on on a £ = p~1(X)
et L = p~H(X').

p HXUX) =p Y(X)Up HX') = L UL montre que £ U L' est non-ambigu et que
p(LUL)=p M XUX)=XUX" = p(L)Up(L).

De méme, p~{(XNX'") = p~1(X)Np~HX’') = LN L' montre que LN L' est non-ambigu
et que p(LNL) =p U (XNX)=XNX = pL)Np(L).

Enfin p~1(E\X) = p~}(E)\L implique p~!(E)\ L est non-ambigu et que p(p~1(E)\L) =
plp~ ' (B\X)) = E\X = E\p(L). O

Remarque 4.8
Le corollaire précédent étend des résultats de [Boi98|]. Cette extension sera détaillée dans
la section suivante.

Stabilité des langages non-ambigus

Dans la section 4.1.1, on a introduit la classe des langages non-ambigus et on a montré
que cette classe posséde de bonnes propriétés pour représenter les parties de . On présente
maintenant deux conditions suffisantes pour que la théorie des automates finis puisse étre
utilisée dans le cadre des langages non-ambigus :

— On étudie les représentations telles que les langages réguliers et les langages réguliers

non-ambigus représentent exactement les mémes parties de F.

— On étudie les représentations pour lesquelles les langages non-ambigus sont stables

par résidu.

Les représentations réguliéres : structures automatiques

On caractérise les représentations telles que les langages réguliers et les langages régu-
liers non-ambigus représentent exactement les mémes parties de E et on établit le lien avec
les structures automatiques.
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Proposition 4.9

Considérons une représentation p. Les langages réguliers et les langages réguliers non-
ambigus représentent exactement les mémes parties de E si et seulement si le complété de
tout langage régulier est régulier.

Démonstration :

Supposons que les deux classes représentent les mémes parties de F et montrons que le
complété de tout langage régulier est régulier. Pour cela, on considére un langage régulier
L. Par hypotheése, il existe un langage régulier non-ambigu £’ tel que p(£) = p(L). Or £’
étant non-ambigu, on a £’ = p~H(p(L")) = p~1(p(L)). On a donc montré que le complété
de L est régulier. Réciproquement, supposons que le complété de tout langage régulier soit
régulier et montrons que les deux classes représentent les mémes parties de E. Il suffit de
montrer que pour tout langage régulier £, il existe un langage régulier non-ambigu £’ tel
que p(L") = p(L). Or le complété L' de L est régulier, non-ambigu et vérifie cette égalité.

O

Définition 4.10
Une représentation réguliére est une représentation telle que le complété de tout langage
régulier est régulier.

Etablissons le lien entre les structures automatiques et les représentations réguliéres.
Rappelons informellement qu'une structure automatique d’un ensemble E est une représen-
tation réguliére (X, E, p) telle que la relation d’égalité {(o,0’) € p~H(E) x p~Y(E); p(o) =
p(c’)} est un “langage régulier” (|BG02]).

Remarque 4.11

Les structures automatiques sont adaptées aux logiques du premier ordre [Bar77] (la logique
de Presburger en est un cas particulier) que I'on peut “résoudre” par des automates. Ainsi,
en plus d’imposer a la relation d’égalité d’étre un langage régulier, on impose a tous les
“prédicats” de la logique d’étre réguliers.

Pour pouvoir définir la notion de langage régulier pour des parties de ¥X* x 3*, on doit
pouvoir associer & un couple de mots (¢,0’) un mot unique. L’idée est d’entrelacer les
mots o et ¢’ lettre par lettre. Comme ils n’ont a priori pas la méme longueur, on utilise
un symbole de “bourrage” [1 & 3.

Ainsi, pour un mot o € ¥* et un entier i € N*, on note o; = [ si i > |o| et 0; la i-éme
lettre de o sinon. Pour deux mots o et ¢’ de (X U {(J})*, on considére le mot o ® o’ de
(Zu{0}) x (xu{0O}))* de longueur | = max(|o|, |0’|) défini par (¢ ® 0’); = (0, 0}) pour
ie{l,... 1}

Définition 4.12 ([BGO02])
Une structure automatique d’un ensemble E est une représentation (X, E, p) telle que le
langage L_ suivant est régulier :

{o®d’s 0,0 € pH(E); plo) = p(o')}
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Proposition 4.13
Toute structure automatique est une représentation réguliére.

Démonstration :

Considérons une structure automatique (X, F, p). Comme L_ est régulier, il est accepté
par un automate A~ = (Q=, (X U {O})? A=, Q5 , F~) tel que L(A~) = L_. Considérons
alors un langage régulier £. Le langage L£.00" reste régulier et est donc accepté par un
automate A = (Q, X U {0}, 6, Qo, F). Montrons que le langage p~1(p(L)) est régulier en
construisant effectivement un automate A’ acceptant ce langage.

On définit I'automate A” = (Q= x Q, X U {0}, A, Q5 x Qo, F= x F) par :

A ={(¢7.q1),a, (47, ¢2); 3b e ZU{O}; (a7, (a,b),q7) € AT (q1.b.qo) € A}

Soit F’ l'ensemble des états (¢=,q) € Q= X @ tels qu’il existe un chemin étiqueté par
un mot de [J* dans I'automate A9 allant de cet état & un état final de F= x F. Notons
A'=AN(QRTXxQ XL x Q™ xQ), les transitions de A’ n’utilisant pas le symbole [J. On va
montrer que I'automate A" = (Q= x Q, 3, A/, QF x Qo, F’') accepte le langage p~'(p(L)).

Si o’ € L(A'), par construction, il existe i > 0 tel que o’.[0* € L(AY). Ainsi, il existe
w € L.0* tel que |w| = |o| et ¢ @w € L. Considérons o € L et i’ > 0 tels que w = ¢.00".
Par définition de £, on a p(a) = p(o’). Ainsi o’ € p~1(p(L)).

Réciproquement, soit o’ € p~(p(L)). Il existe o € L(A) tel que p(c) = p(c’). Comme
0.0l et ¢’.007! sont des mots de la méme longueur, et que o0l e L.0* on a0l e
L(AD). Par construction de A’, on a alors o’ € L(A").

Le langage p~!(p(L)) étant régulier pour tout langage régulier £, la représentation p
est réguliére. O

Proposition 4.14
11 existe une représentation réguliére qui n’est pas une structure automatique.

Démonstration :

Considérons la représentation ({a,b},N, p) ot p(c) est le nombre de changement de
lettres dans o défini par p(o) = card({i € N*; 0; # 0;41}). Remarquons que p est ré-
guliére et il suffit ainsi de prouver que p n’est pas une structure automatique. Suppo-
sons que le langage L£_ soit régulier. Il existe alors un automate déterministe et com-
plet A = (@Q,%,9,{qo}, F) reconnaissant £_. On note n le nombre d’états de lauto-
mate. On définit les mots o = (ab)"b*" et o’ = a*"(ab)". Ayant la méme longueur,
on a o ®d = ((a,a).(b,a))".((b,a).(b,d))™. Comme p(c) = p(c’), on a prouvé que
((a,a).(b,a))™.((b,a).(b,b))"” € L. On va alors appliquer “le lemme de '’étoile”. Comme
{6(qo, ((a,a).(b,a))?); i € {0,...,n}} C Q, il existe i < i’ tels que §(qo, ((a,a).(b,a))’) =
5(qo, ((a,a).(b,a))"). En particulier ((a,a).(b,a))" " ~.((b,a).(b,b))" € L—. On a une contra-
diction et la représentation p n’est donc pas une structure automatique. O

Stabilité des non-ambigus par résidu

On étudie les représentations p qui sont telles que la classe des langages non-ambigus
est stable par résidu. On montre que la définition de résidu sur les langages “se transporte”
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par p en une définition de résidus sur les parties de E. On prouve alors que le codage d’une
partie de E est régulier si et seulement si 'ensemble de ses résidus est fini.

Rappelons que 'automate minimal associé & un langage régulier est caractérisé par ses
résidus, il est donc naturel de s’intéresser aux représentations dont la classe des langages
non-ambigus est stable par résidu.

Définition 4.15
Une représentation est stable par résidu si tout résidu d’un langage non-ambigu est non-
ambigu.

Considérons une représentation p stable par résidu. En utilisant la proposition 4.4, on
transporte facilement ’opération de résidu sur les langages non-ambigus en opération de
résidu sur les parties de E.

Définition 4.16
Le résidu d’une partie X C E par un mot o est la partie de E notée 0~ 1.X et définie par :

o LX = plo L (X))

Prendre le résidu d’une partie X par un mot o9 puis par un mot oy correspond en fait
a prendre directement le résidu de X par le mot o;.09 comme le montre la proposition 4.17
suivante.

Proposition 4.17
Pour toute partie X C E et pour tout couple de mots (o1,02), on a :

(010’2)_1.X = 051.(Uf1.X)

Démonstration :

On a oy (071 .X) = ploy . p H(p(o7tp~1(X)))). Comme la représentation p est
stable par résidu, le langage o 1.p_1(X ) est non-ambigu. La proposition 4.4 montre alors
que p~*(p(oy 1p7H(X))) = oy Lp~H(X). Onadone oy ' (07 1. X) = p(og oy LT H(X)) =
(0109)7 1. X. O

Quand l’ensemble des résidus d’une partie X C E est fini, on peut associer & X un
automate fini A(X).

Définition 4.18

Pour une partie X C E dont I'ensemble des résidus est fini, on définit I'automate A(X)
par :

un ensemble d’états Q(X) = {07 1.X; 0 € ¥*},

un alphabet égal a ¥,

un ensemble de transitions A(X) = {q LR (b71q); g€ Q(X); bex},

un ensemble d’états initiaux Qo(X) = {X}, et

un ensemble d’états finaux F(X) = {q € Q(X); p(e) € ¢}.
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Remarque 4.19

Remarquons que p(e) est bien défini. En effet, comme la représentation p est stable par
résidu, pour tout o € p~'(E), 'ensemble 0~'.p~'(E) est non-ambigu et contient ¢. Or par
définition des non-ambigus, on a o~ t.p~1(E) C p~1(E) ce qui montre que € € p~1(E).

On peut alors caractériser les parties de E qui ont un codage régulier.

Théoréme 4.20

Soit p une représentation stable par résidu. Le codage d’une partie X de E est régulier si
et seulement si I’ensemble des résidus de X est fini. De plus, dans ce cas, I'unique automate
déterministe, complet et minimal acceptant le codage de X est 'automate A(X).

Démonstration :

Considérons une partie X C F.

Supposons que I'ensemble des résidus de X soit fini et montrons alors que A(X) accepte
le codage de X égale & p~1(X). Soit o0 € L(A(X)) et montrons que o € p~1(X). On
note gy — ¢¢ un chemin acceptant o dans 'automate A(X). La proposition 4.17 montre
que g = o '.qo. De qo = X et p(e) € gy, on déduit p(e) € o71.X. On a alors € €
o tp7(X). Dot o € p~(X). Réciproquement, considérons o € p~1(X) et montrons que
o € L(A(X)). On déduit de o € p~1(X) que p(c) € 0~ 1.X. Ainsi, le chemin X & o1 X
est un chemin acceptant de 'automate A(X) et on a montré que o € L(A(X)). On a donc
montré que si 'ensemble des résidus de X est fini, Pautomate A(X) accepte le codage de
X qui est donc régulier.

Réciproquement, supposons que le codage de X soit régulier et montrons que I’ensemble
des résidus de X est fini. L’ensemble des résidus de X est donné par {p(c=t.p7 (X)) o €
¥*}. Comme le langage p~!(X) est régulier, cet ensemble est fini.

Supposons maintenant que 1’ensemble des résidus de X soit fini et montrons que A(X)
est I'unique automate déterministe, complet et minimal acceptant le codage de X. Par
unicité d’un tel automate, il suffit de montrer que le nombre d’états de automate A(X)
est au plus égal au nombre de résidus de p~!(X). Or, 'ensemble des résidus de X étant
égal & {p(c~L.p7Y(X)); o € B*}, cette propriété est vérifice. L’automate A(X) est donc
I'automate déterministe, complet et minimal reconnaissant X. O

Le théoréme 4.20 a un corollaire intéressant quand la représentation p est de plus
réguliére.

Corollaire 4.21

Considérons une représentation p réguliére et stable par résidu. Une partie X C E est
représentable par un langage régulier si et seulement si I'ensemble des résidus de X est
fini. De plus, dans ce cas, I'unique automate déterministe, complet et minimal acceptant
le codage de X est I'automate A(X).

Démonstration :

Remarquons que si X est représentable par un langage régulier, comme p est une
représentation réguliére, le codage de X est régulier. Il suffit alors d’appliquer le théoréme
4.20. O
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Représentations régulieres de N™

Dans la section précédente, on a introduit la notion de représentation d’'un ensemble F.
Dans cette section, on s’intéresse au cas particulier £ = N, Dans la sous-section 4.2.1, on
rappelle deux représentations classiques de N™ : celle de Boudet et Comon [BC96] et celle
de Boigelot et Wolper [WB95]. En étudiant ces représentations, on montre que 1'on peut en
déduire une nouvelle, plus algébrique qui rentre exactement dans le cadre théorique de la
section 4.1. On pourra ainsi appliquer a cette représentation les résultats d’approximations
prouvés dans la section 4.3. Une telle représentation est obtenue dans la sous-section 4.2.2
en montrant que ’on peut étendre naturellement la représentation de Boigelot et Wolper.
Enfin, dans la sous-section 4.2.3, on montre que cette nouvelle représentation définit une
nouvelle classe d’automates, les UBA, qui représentent les mémes parties de N que les
automates associés a la représentation de Boigelot et Wolper, les NDD. On prouve aussi
que les UBA sont toujours plus petits que les NDD.

On se donne pour cette section un entier r > 2, appelé la base de 'écriture et un
entier m > 1 appelé la dimension des vecteurs. L’ensemble {0,...,r — 1} est noté X, =
{0,...,7 — 1} et ses éléments sont appelés des bits.

Un tableau récapitulatif des trois représentations étudiées dans cette section est donné
ci-dessous. On remarque que la nouvelle représentation proposée est la seule stable par
résidu a avoir un alphabet de taille ne dépendant pas de m.

Représentation Boudet Comon | Boigelot Wolper | Nouvelle
régularité effective oui oui oui
stable par résidu oui non oui
taille de 'alphabet r’ r r

Les représentations réguliéres classiques de N™

On commence par étudier la représentation proposée par Boudet et Comon dans [BC96].
On montre que cette représentation est réguliére et stable par résidu. Cependant, comme
I’alphabet de cette représentation & une taille exponentielle en la dimension m, elle n’est
pas utilisable en pratique. On rappelle ensuite la représentation de Boigelot et Wolper, les
NDD [WB95] qui utilise une représentation réguliére dont la taille de I’alphabet ne dépend
pas de m. On montre cependant que cette représentation n’est pas stable par résidu.

Vecteur de digits par vecteur de digits

Boudet et Comon [BC96| se sont intéressés plus particuliérement & la représentation
— — —
(X7, N™ ppc) ou la fonction ppe est définie pour tout mot o = by ... b, avec b; € X7
par :
0p. 17 n—173"
ch(O'):T’.bl-l-T’.bQ-l-"'—i-T by,

Cette représentation par mots posséde les deux propriétés suivantes [BC96| :
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— la représentation ppc est réguliére et méme effective (le complété d’'un langage ré-
gulier est effectivement calculable), et

— le codage de toute partie de N définissable dans la logique de Presburger est effec-
tivement calculable.

Une autre propriété importante est la stabilité par résidu :

Proposition 4.22
La représentation ppc est stable par résidu. De plus le résidu d’une partie X C N™ pour
un mot o est égal a :

L (X~ ppe(o))| nNm

o tX =|—
T‘U‘

Démonstration :

On note p la représentation ppc. Il suffit de montrer que pour toute partie X C N™

et pour tout mot o on a o .p7H(X) = p~ ([ (X — p(0))] N N™). Pour cela, considérons

7“'—""
w € o .p71(X). On a donc 7. p(w) + p(o) = p(o.w) € X. Ainsi, w € p‘l([ﬁ(X —
p(c))] N N™). Réciproquement, soit w € p_l([ﬁ(X — p(0))]NN™). On a alors p(oc.w) =
ol p(w) + p(o) € X et w € o~ L.p71(X). O

En utilisant le corollaire 4.21 on obtient une caractérisation de l'automate minimal
reconnaissant une partie X C N en fonction des résidus de X. Malheureusement, en
pratique, la représentation ppc n'est pas utilisable car 'alphabet ¥ = ¥ a une taille
exponentielle en m.

Les NDD

Pour contourner le probleme de la taille exponentielle en m de l'alphabet X7, I'ou-
til MONA |[KMS02], [Mon]|, utilise un BDD & m variables pour représenter la relation de
transition d’un automate travaillant sur l'alphabet ¥7". En remarquant quun BDD n’est
qu’un automate fini et en remplacent les transitions d’un tel automate par le BDD associé,
on obtient exactement (& quelques transitions inutiles prés, augmentant la taille du BDD
d’'un facteur m) la classe d’automates étudiée par Boigelot et Wolper : les NDD (Number
Decision Diagram), des automates qui reconnaissent des mots de longueur divisible par m
sur I'alphabet X,..

La représentation correspondante est notée (X,,N™ ppw) ou ppw est définie pour
tout mot 0 = by ...bmbmy1---bom .. b(n—l).m+l ... by de longueur divisible par m avec
b; € ¥, par :

by bm+1 bn-1).m+1
ppw(o)=r" | « [+ ¢ |+ 4L
bm b2m bnm
Remarque 4.23
Le lien entre ppc et ppw est naturellement donné pour tout by, ..., by, € X, par :

ppc((biy...,bm)) = pew (b1 ...by)
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En utilisant les notations introduites dans ce chapitre, on peut redonner la définition
des NDD.

Définition 4.24 ([WB95])
Un NDD est un automate déterministe et complet sur 'alphabet ., acceptant un langage
régulier non-ambigu pour ppwy .

Remarque 4.25

En fait, la définition des NDD par Boigelot et Wolper permet de représenter des vecteurs
de Z™ en utilisant le complément a 2 pour représenter un entier négatif par un mot. Dans
la section 9.2, on présentera une extension a Z™.

Remarque 4.26

La représentation digit de poids fort en premier, possible avec les NDD n’est pas présentée
car c’est une représentation “qui ne peut-étre étendue” & une représentation stable par
résidu.

Tout comme les automates de Boudet et Comon, les NDD possédent les deux propriétés
suivantes :
— la représentation par mots ppy est réguliére et méme effective (le complété d'un
langage régulier est effectivement calculable),
— le codage de toute partie de N définissable dans la logique de Presburger est effec-
tivement calculable.
Cependant, la représentation ppy n’est pas stable par résidu. En effet, seul le langage
vide a tous ses résidus inclus dans (X")*. On ne peut donc plus appliquer le corollaire 4.21.

Extension des NDD : les UBA

Pour obtenir une représentation efficace (sans explosion due a la taille de ’alphabet) et
stable par résidu, on commence par prouver que ppy admet une unique extension naturelle
a tout X notée p,,. On prouve que p,, est une représentation réguliére stable par résidu.
On introduit les classes d’automates BA, UBA et CBA adaptées aux langages réguliers
non-ambigus. Enfin, on caractérise les parties de N représentables par ces automates.

Extension de ppy a X}

Pour étendre la fonction ppw, on remarque que les mots o et ¢.0°™ représentent le
méme vecteur pour tout entier ¢ > 0 et pour tout mot o de longueur divisible par m. Il est
donc naturel de chercher & étendre la fonction ppyy de sorte que o et 0.0° représentent le
méme vecteur quelque soit U'entier ¢ > 0 et le mot o. La proposition 4.27 montre qu’'une
telle extension existe et qu’elle est unique.

Proposition 4.27
Il existe une unique fonction p qui étend ppw sur X telle que pour tout mot o et pour
tout entier i > 0, on a p(0.0") = p(o).
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Démonstration :

Pour un entier ¢ € N, on note i[m] le reste de la division euclidienne de i par m.
Pour 1'unicité, considérons un mot o. Le mot ¢’ = 0.0~ 1l a4 une longueur divisible par
m. Ainsi, on a p(o) = p(c.0™ 17l = ppy (0.0m~ 1ol Pour I'existence, considérons la
fonction p définie pour tout o par p(c) = ppw (¢.0™~171™]) et remarquons que p convient.

O

Définition 4.28
L’unique extension naturelle de pgpw a X} est notée py,.

Pour étudier cette extension, on introduit une famille de fonctions affines (v, )sex:.

Définition 4.29
La fonction affine vy, : N — N est définie pour tout o € ¥ par la récurrence :

(T1,. ., Tm) sioc=¢

Yo (T1, . oy Tm) = {

Vor (PZm + b, 21, ..., Ti—1) sioc=0c'bavecbe X,

L’extension affine de v, a Q™ joue un role important :

Définition 4.30
L’extension affine de v, a Q" est notée \, : Q" — Q™.

La proposition 4.31 suivante montre comment calculer p,,(c) en fonction de ~,.

Proposition 4.31
—
On a pp,(0) = v,(0) pour tout mot o.

Démonstration :

La proposition 4.27 montre que p,, est I'unique fonction qui étend ppw et telle que
pm(0.0") = py (o) pour tout mot o et pour tout ¢ > 0. Pour montrer que py,(0) = v,(0),
il suffit donc de montrer que la fonction o — 'yg(ﬁ)) vérifie les deux mémes propriétés.

gommengons par prouver par récurrence sur la longueur de o € (X7")* que pp(0) =
v5(0). La récurrence est immédiate en remarquant que pour tout mot o = by ...b,, sur
'alphabet 3., on a 7, () =ra (b1, ..., bm).

—

Enfin, comme 79(0) = 0, on a bien pour tout 7 > 0 et pour tout o € 3%, 70.01(6)) =
e
Yo(0). O

Régularité de p,,

On montre que la représentation p,, est réguliére et effective. On commence par carac-
tériser les couples de mots représentant le méme vecteur, puis on caractérise le complété
d’un langage £ en fonction de £. On prouve ainsi que p,, est effectivement réguliére.

Caractérisons les couples de mots o et ¢’ représentant le méme vecteur de N,
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Lemme 4.32

Pour tous mots o et o', on a py(0) = ppm(0’) si et seulement si
o€ad0* silo] <o

o=ad  silo|=|d|

o' € 00" silo| < o|

Démonstration :

Considérons deux mots o et o’ vérifiant p,, () = pp(0’) et montrons ¢.0* No’.0* # ().
Il existe deux entiers i et i tels que 0.0% et 0’.0° sont deux mots de méme longueur
divisible par m. De ppw (0.0') = ppw(0’.0"), on déduit par unicité de I'écriture binaire
que ¢.0" = ¢’.0".

Réciproquement, prenons deux mots o et o’ vérifiant ¢.0* N o’.0* # () et montrons que
Pm(0) = pm(c’). 1l existe deux entiers i et i’ tels que 0.0° = ¢’.0". On a alors py,(0) =
pm(0.0Y) = p(0’.0i") = ppm(a’). O

Caractérisons mainteant le complété d’'un langage £ en fonction de L.

Proposition 4.33
Pour tout langage L, on a :

P (P (£)) = [ J(£.0%).(0)

i>0

Démonstration :

Considérons o € Ui>0(ﬁ.0*).(0i)_1. Il existe i > 0 tel que 0.0° € £.0*. Ainsi, il
existe o/ € L et i/ > 0 tels que 0.0 = ¢’.0". On a alors py,(0) = pm(c’) et on a prouve
que o € p,t(pm(L)). Réciproquement, si o € p,,!(pm (L)), il existe alors o’ € L tel que
Pm(0) = pm(c’). Le lemme 4.32 montre qu'il existe i,i’ > 0 tels que 0.0’ = ¢’.0". On a

donc o € Ui>0(£.0*).(0i)_1. O

Montrons enfin que py, est réguliére et effective.

Corollaire 4.34
La représentation p,, est réguliére. De plus le complété d’un langage régulier est effective-
ment calculable.

Démonstration :

Prenons sidérons une partie X de N™ représentée par un automate A = (Q, X, A, Qo, F)
et montrons qu'il existe un automate A’ = (Q’, X, A, Qy, F’) effectivement calculable tel
que L(A") = p1(X). On note ¢, un état tel que g, ¢ Q. On définit alors 'automate

A par @ = QU gL}l A = AU{gr > qu; g5 € F}, Q) = Qo, F' = {q1} U{q €
Q; Jq5 € F; Jq o, qr}. Montrons linclusion p;,'(X) C L£(A’). Pour cela, considérons
un mot o € p,1(X). Il existe alors o/ € L(A) tel que py(0) = pm(c’). Dot Dexistence
de deux entiers i, tels que 0.0 = ¢’.0”. On sépare la preuve en deux cas, le cas i < i’
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. . . . o , . . .
et le cas 7 > 1'. Pour le cas 1 < ¢/, de 0 = ¢’.0" %, on déduit I'existence de deux chemins

@ ¢ et ¢ LN qs dans A tels que gy € Qo et gy € F. Par définition de F’, on a
¢ € F'. Ainsi, on a prouvé que o’ € £L(A’). Dans le cas i > ', on a ¢/ = ¢.0'"". Comme
o € L, il existe un chemin ¢y = qy dans 'automate A tel que qo € Qo et g € F. Par

définition de A’, il existe un chemin gf o, g1 dans 'automate A’. Ainsi, qo o0, q. est
un chemin acceptant de A’. On a donc prouvé l'inclusion p,,'(X) C £(A’). Pour montrer
Iinclusion réciproque, prenons o € £(A’) et un chemin ¢y = ¢’ dans I'automate A’ tel

que ¢’ € F’. On sépare la preuve en deux cas : ¢ # ¢, et ¢ = q,. Supposons que q # q .

Comme ¢’ € F'\{q_}, il existe un chemin ¢’ o, qr avec qf € F et i > 0 dans I'automate
A. On a alors pp,(0) = pn(0.0') € X et o € p,,}(X). Considérons enfin le cas ¢ = q,.

Le chemin ¢ = ¢, se décompose alors en deux chemins de A’, ¢ — qr et qr o, q1 avec

qf € F'. Le chemin ¢ “, gy est alors un chemin acceptant de A et on a donc pp,(0’) € X.
De pm(0) = pm(c’.0Y) = pm(c’) € X, on déduit o € p,,'(X). On a donc prouvé que
L(A) =p~H(X). a

Stabilité par résidu

On montre que la représentation par mots p,, est stable par résidu.

Proposition 4.35
La représentation par mots p,, est stable par résidu. De plus, le résidu d’une partie X C N™
par un mot o est égal a :

o' X =9, 1(X)

Démonstration :

1l suffit de montrer que o~ 1.p (X)) = p,.1(7,1(X)). Considérons donc un mot w €
o Lo H(X) et montrons que w € p (v, (X)) On a pyp(ow) € X. Or py(o.w)
Yo (pm (w)). Ainsi, w € pt(v,1(X)). Réciproquement, considérons un mot w € p,,t (v, 1 (X))
et montrons que w € o~ L.p H(X). On a v,(pm(w)) € X. Donc pp(cw) = v (pm(w)) € X
et we ot HX). O

Les différents automates binaires

On définit maintenant la classe des automates binaires. En utilisant la régularité et la
stabilité par résidu de la représentation p,,, on caractérise les parties de N"* représentables
par automates binaires.

On commence par définir trois classes d’automates.

Définition 4.36
On définit les trois classes suivantes d’automates :

— Un automate binaire (BA pour “Binary Automaton”) est un automate sur I'alphabet
PO
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— Un automate binaire non-ambigu (UBA pour “Unambiguous Binary Automaton”)
est un automate binaire déterministe, complet qui accepte un langage régulier non-
ambigu de py,.

— Un automate binaire canonique (CBA pour “Canonical Binary Automaton”) est un
automate binaire non-ambigu minimal.

On peut alors caractériser les parties de N représentables par un automate binaire.

Théoréme 4.37

Une partie X C N est représentable par un automate binaire si et seulement si, I'ensemble
des résidus de X est fini. De plus, dans ce cas A(X) est 'unique automate binaire canonique
représentant X.

Démonstration :
11 suffit d’appliquer le corollaire 4.21 & la représentation py,. [l

Remarquons de plus que la proposition 4.35 permet de caractériser 'automate A(X).

Proposition 4.38
L’ensemble des résidus d’une partie X est I'ensemble {7, 1(X); o € X*}. Quand cet en-
semble est fini, 'automate A(X) est défini par :

— I'ensemble d’états Q(X) = {7, 1(X); o € X'},

— Dlalphabet %,

— l'ensemble de transitions A(X) = {q LN ’yb_l(q); geQ(X); be X},

— l'ensemble d’états initiaux Qo(X) = {X}, et

— l'ensemble d’états finaux F(X) = {q € Q(X); 0 e q}.

Démonstration : .
11 suffit de remarquer que p,,(¢) = 0 et d’appliquer la proposition 4.35. O

Comparaison NDD et UBA

On montre que les NDD et les UBA représentent les mémes parties de N, Pour cela,
on commence par prouver que l'on peut déduire d'un BA, un UBA représentant le méme
ensemble simplement en modifiant I’ensemble des états finaux.

Lemme 4.39

Soit A un automate binaire déterministe et complet tel que 6(qf,00*) N F # () pour
tout gy € F. En remplacant dans 'automate A I'ensemble F par I'ensemble F' = {q €
Q; 9(q,0%)NF # 0}, on obtient un automate binaire non-ambigu A’ représentant le méme
ensemble de vecteurs que A.

Démonstration :
Considérons un tel automate binaire A = (Q,%,,d,{qo}, F) et posons F' = {q €
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Q; 0(q,0")NF # 0} et A = (Q,%,,9,{q}, F’). 1l suffit de montrer que L(A") =
P (Pm(L(A))).

Soit o’ € L(A’) et montrons que o’ € p,. (pm(c’)). On a 6(qo,0’) € F'. Par définition
de F', on a §(qo, 0’0*) N F # (. Ainsi, il existe i > 0 tel que §(qo, 0’0%) € F. De 0’0" € L(A)
et pm(0'0") = pp(0”), on déduit o’ € ! (pm(L(A)))-

Réciproquement, soit o’ € p,1(pm(L(A))) et montrons que o’ € L(A'). Il existe o €
L(A) tel que pp,(0') = pm(0). On commence par montrer que 'on peut supposer |o| > |o].
Comme o € L(A), on a d(go,0) € F. Comme pour tout g € F, on a d(gs,00*) N F # 0,
une récurrence immédiate montre que pour tout i > 0, on a &(qo, 00°0*) N F # (). Ainsi, en
prenant i = |o’|, on déduit Pexistence d'un entier i’ > 0 tel que (g, 00°0") € F. Comme
p(c0i0") = p(o) = p(c’) et |00'0"| > |o’|, on peut supposer, quitte & remplacer o par
000", que |o| > |o’|. Le lemme 4.32 montre qu'’il existe un entier i > 0 tel que o = ¢’0".

Comme o € L(.A), il existe un chemin g Lal q o, g tel que g5 € F. Par définition de F”,
onagq € F'. Ainsi o/ € L(A). O

Théoréme 4.40
Les NDD et les UBA reconnaissent les mémes parties de N, Plus précisément :
— De tout NDD A , on construit en temps O(r.taille(A)) un UBA A’ représentant la
méme partie de N et tel que taille(A”") < taille(.A)
— De tout UBA A, on construit en temps O(r.m.taille(A)) un NDD A’ représentant la
méme partie de N™ et tel que taille(A") < m.taille(A).

Démonstration :

Considérons un NDD A = (Q,%,, A, {q}, F') reconnaissant un ensemble X de vec-
teurs. Le lemme 4.39 montre que I'on peut construire un UBA A’ a partir de A simplement
en changeant I'ensemble des états finaux F en temps O(r.taille(A)).

Considérons un UBA A = (Q,%,, A, {qo}, F) reconnaissant un ensemble de vecteurs
X et construisons un NDD A’ reconnaissant aussi X. Le reste de la division euclidienne
d'un entier k par m est noté k[m] € {0,...,m — 1}. On note A" = (@ x {0,...,m —
1}, 5, A {qo, 0}, F') ot A" = {(q,),b,(¢, [i +1]); (¢,b,¢") € A; i € {0,...,m — 1}}
et F/ = F x {0}. Montrons que A’ est un NDD reconnaissant X. Il suffit de montrer
que L(A') = pgy(X). Par définition de A’, pour tout ¢ € L(A'), on a o € L(A) et
donc ppw () = pm(c) € X. On a donc prouvé linclusion £(A’) C ppyp (X). 1 suffis
donc d’établir 'inclusion réciproque. Considérons o € (X7*)* vérifiant ppw(o’) € X. De
pr(0) = ppw(o) € X, on déduit o € L(A). Ainsi o est I'étiquette d’un chemin de A.
Comme la longueur de o est divisible par m, o est aussi I'étiquette d’'un chemin de A’.
D’ot linclusion pgy,(X) € £(A’). On a donc montré que A’ est un NDD reconnaissant le
méme ensemble de vecteurs que A. ]

Remarque 4.41

Les automates associés aux représentations pgc et ppw représentent exactement les mémes
parties de N, Ainsi, d’'un point de vue expressivité, les trois représentations ppc, ppw €t
pm sont équivalentes.
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Le théoréme précédent montre que de tout NDD & n états, on peut calculer un UBA
dont le nombre d’états est compris entre .- et n. Ainsi, méme si les UBA sont toujours
plus concis que les NDD, en pratique comme m reste petit, on obtient des tailles relati-
vement équivalentes. Le point vraiment positif avec les UBA est leur définition algébrique
simple qui nous permettra dans les sections suivantes de calculer des sur-approximations

d’ensemble représenté en utilisant les suites de fonctions affines (75 )sexx et (Ao)gses:.

Enveloppe d'une partie et couverture minimale d’un automate

Dans la section 4.1, on a étudié la notion de représentation permettant d’associer a
un automate une partie d’'un ensemble F. Dans cette section, on étudie comment sur-
approximer une telle partie. Dans la sous-section 4.3.1, on introduit la notion de classe
d’approximation permettant d’approximer toute partie X de E par une autre partie conte-
nant X et appelée enveloppe de X. La notion de couverture minimale d'un automate est
présentée dans la sous-section 4.3.2. Enfin, dans la sous-section 4.3.3, on montre comment
utiliser la couverture minimale d’un automate pour en déduire ’enveloppe de la partie
représentée par cet automate.

Les représentations p de cette section sont toutes supposées stables par résidus.

Enveloppe d’une partie

Pour sur-approximer les parties d'un ensemble E. on introduit la notion de classe
d’approximation.

Définition 4.42
Une classe d’approximation C d’un ensemble E est une classe C de parties de E contenant
E et stable par intersection quelconque.

Exemple 4.43
La classe des parties affines de N est une classe d’approximation. La classe des parties de
N dont le complémentaire est fini, n’est pas une classe d’approximation.

La proposition 4.44 suivante montre que toute partie de F est incluse dans un plus
petit élément de C pour l'inclusion.

Proposition 4.44
Considérons une classe d’approximation C d’un ensemble E. Pour toute partie X C E, il
existe une unique partie C' € C minimale pour 'inclusion et contenant X.

Démonstration :

On note C l'intersection de toutes les parties C' € C vérifiant X C C’. Remarquons
qu’il existe au moins un tel C’ car C' = E convient. Ainsi, cette intersection est bien
définie. De plus, par définition, on a C' € C. Par construction on a de plus X C C' et pour
tout C’ € C, vérifiant X C C’,ona C C C'. O
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On peut alors définir ’enveloppe d’une partie X de E.

Définition 4.45
L’enveloppe d’une partie X de E pour une classe d’approximation C de E est la plus petite
partie de C contenant X, notée env(X).

Remarque 4.46
La définition précédente généralise la notion d’enveloppe affine et semi-affine.

Couverture minimale d’'un automate

Pour calculer 'enveloppe d’une partie de E représentée par un automate, on introduit
la notion de couverture minimale d'un automate. On montrera comment 'utiliser dans
la sous-section 4.3.3. On se donne une représentation p stable par résidu et une classe
d’approximation C.

On souhaite étiqueter chaque état ¢ d’'un automate binaire par une partie de C qui
correspond & une sur-approximation de I'ensemble représenté par I’automate A, (rapellons
que A, est 'automate obtenu a partir de A en remplacant I'ensemble des états initiaux
par le singleton {¢}).

Définition 4.47
Une couverture d'un automate A = (Q, %, A, Qo, F') est une suite (Cy)qeq d’éléments de
C telle que :

— pour toute transition ¢ LR ¢ dans A, on a Cy C b1.C,, et
— pour tout état gy € F', on a p(e) € Cy,.

Remarque 4.48
Remarquons que tout automate admet la couverture triviale qui consiste a étiqueter tous
ses états par I'ensemble E.

Pour définir la notion de couverture minimale, on introduit la relation d’ordre partiel
Cgq sur les suites de parties de E indexées par un ensemble Q).

Définition 4.49
Pour un ensemble Q, la relation d’ordre partiel Cq sur les suites de parties de F indexées
par Q est définie par (X,)seq Cq (Xg)qeq si et seulement si X, C X pour tout q € Q.

La proposition suivante montre I'existence et 'unicité d’une couverture minimale pour
la relation d’ordre partiel Cg.

Proposition 4.50
Tout automate A admet une unique couverture plus petite pour la relation d’ordre partiel
Cq que toute autre couverture.

Démonstration :
On note S I'ensemble des couvertures de 'automate A. On considére la suite (Cy)q4e
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définie par Cy = (Ncreg Cy- Ces intersections sont bien définies car S contenant la suite
identiquement égale a F/, n’est pas vide. De plus, par définition de C, on C, € C. Montrons
que (Cg)geq est une couverture de A. Remarquons que par construction, on a p(e) €

Cy, pour tout gy € F. 1l suffit donc de prouver que pour toute transition ¢ LN q on a
Cq/ g b_l.Cq. OI' p_l(Cq/) = p_l(ﬂC’ES C(/]/) = mC’ES p_l(Cé/) g ﬂCleS b_l.p_l(C’[]) =
b Lo M Neves C)) = b~ Lp~1(Cy). Done, b=1.Cy C Cy. O

Remarque 4.51

Une relation d’ordre partiel, comme Cg, peut admettre un unique élément minimal sans
pour autant qu’il soit comparable avec tous les autres éléments. Ainsi, dire que la couverture
minimale est plus petite que toutes les autres couvertures n’est pas redondant avec le fait
de dire qu’il existe une unique couverture minimale.

On peut ainsi définir la notion de couverture minimale d'un automate A.

Définition 4.52
La couverture minimale d’un automate A est la plus petite couverture pour I'inclusion Cg,
notée cov(A) = (cov(A)g)geq-

Utilisation de la couverture minimale

Dans cette sous-section, on donne une méthode pour déduire de la couverture mini-
male d'un automate, une sur-approximation de ’enveloppe de la partie représentée par cet
automate. On montre que cette sur-approximation est exacte si la classe d’approximation
est stable par résidu.

Cas général

On montre que sans aucune hypothése sur la classe d’approximation C, on déduit de
la couverture d’'un automate A une sur-approximation de l’enveloppe de la partie de F
représentée par A.

Lemme 4.53
Pour tout automate A et pour tout état ¢ € Q, on a :

env(p(L(Ag))) € cov(A)g

Démonstration :

Considérons un mot o € L(A). Il existe un chemin ¢ Z qy dans I'automate A tel que
qr € F. Comme cov(A) est une couverture, on a cov(A),, € o '.cov(A)g. On déduit de
p(e) € cov(A)g, que p(o) € cov(A)y. On a donc prouvé l'inclusion p(L(Ag)) C cov(A),.
En passant a 'enveloppe, comme cov(A), € C, on obtient I'inclusion recherchée. O

Le corollaire suivant montre comment utiliser la couverture minimale d’un automate
A pour obtenir une sur-approximation de I’enveloppe de la partie de E représentée par A.
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Corollaire 4.54
Pour tout automate A, on a

env(p(L(A))) Cenv | | cov(A)g,

20€Qo

Démonstration :
Le lemme 4.53 montre que env(p(L(A)y)) C cov(A), pour tout état g € Q. De L(A) =
UQOGQO (‘C(A)qo)a on dédlllt N

env(p(L(A)) = env( [ p(L(Ag))

q0€Qo

=env( | env(p(L(Ay)))

q0€Qo

C env( U cov(A)g)

20€Qo
O

Cependant, comme le montre le lemme suivant, l'inclusion prouvée dans le corollaire
4.54 n’est en général pas une égalité.

Lemme 4.55
1l existe une représentation p stable par résidu, une classe d’approximation C, un automate
A tels que l'inclusion du corollaire 4.54 est stricte.

Démonstration :
On reprend l'exemple du lemme 4.2. On se place dans le cas E = N et ¥ = {a, b}.
La fonction p est définie sur tout ¥* par p(o) = |o|. La classe d’approximation C est

donnée par C = {N, P} ot P est 'ensemble des entiers pairs. L’automate A est donné

par Q@ = {q0.¢.qr}, A = {a0 = ¢, ¢ = qr}, Qo = {q0} et F = {gs}. Remarquons que
env(p(L(A))) = P C cov(A)g = N. O

Remarque 4.56

Dans la preuve du lemme 4.55, si 'on avait pris la classe d’approximation C = {N, P, I}
ou I est I'’ensemble des entiers impairs, on aurait obtenu I'égalité dans le corollaire 4.54.
Cette classe d’approximation est un cas particulier des classes d’approximation que nous
allons étudier a partir de maintenant : les classes d’approximation stables par résidu.

Cas stable par résidu.

Pour obtenir 1'égalité dans le corollaire 4.54, on définit la classe des approximations
stables par résidus.
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Définition 4.57
Une classe d’approximation C d’un ensemble E est stable par résidu pour une représentation
p si tout résidu d’un élément de C est un élément de C.

On a alors la réciproque du lemme 4.53.

Lemme 4.58
Considérons une classe d’approximation stable par résidu. Pour tout automate A et pour

tout état ¢ € @, on a :
env(p(L(Ag))) 2 cov(A)g

Démonstration :

On note (Cy)q4eq la suite définie par Cy = env(p(L(Ay))). Pour montrer que cov(A), C
Cy, il suffit de montrer que (Cy)qeq est une couverture de I'automate A. Pour tout ¢y € F,
on a e € L(Ag), donc p(e) € Cy;. Reste & montrer que pour toute transition ¢ LN q,
onaCy Cb1.Cp OnaL(A)y CbLLA) Cblp Hp(L(Ay))) Cbtpl(C,). Ainsi
p(L(Ay)) € b~1.Cy. Comme C est stable par résidu, on a b=1.C; € C. Par minimalité de
I'enveloppe, on obtient I'inclusion Cy = env(p(L(Ay))) € b~1.C,. Cela montre que la suite
(Cq)qeq est une couverture de 'automate A. O

Le théoréeme suivant permet déduire ’enveloppe d’une partie représentée par un auto-
mate A & partir de la couverture minimale de A.

Théoréme 4.59
Considérons une classe d’approximation stable par résidu. Pour tout automate A, on a

env(p(L(A))) = env( | cov(A)g)

q0€Qo

Démonstration :
Les propositions 4.53 et 4.58 montrent que env(p(L(A),)) = cov(A), pour tout état
q € Q. De L(A) =, cq,(£(A)g), on déduit :

env(p(£(A))) = env( | p(L(Ay)))

q0€Qo

= env( U env(p(L(Ag)))

20€Qo

= env( U cov(A)g,)

q0€Qo

4.3.3.3 Cas non stable par résidu : étoile d'une partie

L’étoile d’'une partie de N est un exemple d’enveloppe pour une classe d’approxima-
tion qui n’est pas stable par résidu pour la représentation p,.
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Rappelons que I'étoile d’une partie X C N est I’ensemble X™* des vecteurs que 1’on
peut obtenir comme une somme finie de vecteurs de X . Ainsi, formellement, on a :

k
X* = {qu k> 0; xieX}
i=1

Montrons que I’étoile d’une partie correspond a une classe d’approximation qui n’est pas
stable par résidu. Une partie étoilée est une partie X C N™ telle que X* = X. Remarquons
que la classe des parties étoilées est une classe d’approximation. L’enveloppe d’une partie
correspond alors a ’étoile de cette partie. Le lemme suivant montre que la couverture
minimale ne peut-étre utilisée pour calculer I’enveloppe d’une partie représentée par un
UBA.

Lemme 4.60
La classe des parties étoilées n’est pas stable par résidu.

Démonstration :
Considérons la partie X = 3.N qui est étoilée. Comme 1 = v;(0) ¢ X, ona0 & 77 1 (X).
Ainsi v, 1(X) ne peut-étre étoilée car une partie étoilée contient le vecteur nul. O

On ne peut ainsi utiliser la couverture minimale d’un automate pour calculer 1’étoile d’une
partie représentée par un UBA. Ce résultat n’est pas étonnant car I'étoile d'une partie
UBA-représentable n’est pas en général UBA-représentable comme le prouve la proposition
suivante.

Proposition 4.61
1l existe une partie UBA-représentable dont 1'étoile n’est pas UBA-représentable.

Démonstration :

Notons P = {2™; n > 0}. Considérons la partie UBA-représentable X = P x {1} et
supposons par l'absurde que X* est UBA-représentable. La partie Y = (X*+(1,0)) N (P x
N) est alors UBA-représentable. Considérons la partie UBA-représentable Z définie par :

Z={(z,k)eY; VK eN; K <k= (z,k) €Y}

Aprés avoir prouvé que Z = {(2¥ k); k > 0}, on montre quune telle partie n’est pas
UBA-représentable.

Montrons U'inclusion {(2¥,k); k = 0} C Y. Pour tout k > 0, on a (2%, k) € Y. Puisque
2k — 1 =S 197 il vient (2%, k) = S8 (29,1) + (1,0), done (28, k) € Y.

Prouvons maintenant que Y C {(2",k); n < k}. Soit (2",k) € Y. Il existe une suite
de k vecteurs (2™, 1)1<i<k de X telle que (z, k) = (1 + Zle 2" k). Comme 2" + 2" =
227 pour n; = ny, en regroupant les mémes puissances de 2 dans la somme Zle 2mi il
existe une partie R C N telle que card(R) < k et telle que Ele 2" =% cp2". Comme
Z?;ol 20=2"—1=73 _p2", par unicité de la décomposition binaire, R = {0,...,n —1}.
De l'inégalité card(R) < k, on déduit n < k.

Des inclusions {(2¥,k); k >0} CY C {(2",k); n < k}, on déduit par définition de Z,
légalite Z = {(2¥,k); k = 0}.
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Pour montrer que Z n’est pas UBA-représentable, on va montrer que I'’ensemble des
résidus de Z est infini. Soit kg € N, et considérons le mot oy, = 0%k, On a :

o (2) =10 (500)
ko

ko f—
= (@2 b k> )

Ainsi, pour ko # k{, on a fy;klo(Z ) # fy;kl/ (Z). L’ensemble des résidus de Z est donc infini.
0

La partie Z n’est donc pas UBA-représentable. D’ou une contradiction. O

Remarque 4.62
Merci 4 Peter Habermelh pour avoir simplifié ma preuve de la proposition précédente.

Remarque 4.63

Rappelons que I'étoile d’un ensemble Presburger-définissable est Presburger-définissable
en passant par les semi-linéaires [Reu89| et remarquons que dés qu’une partie X C N
contient 1, on a X* = N qui est donc UBA-représentable. Il semble difficile de caractériser
les parties UBA-représentables dont I'étoile est UBA-représentable.

Probléme ouvert 4.64
Caractériser les parties UBA-représentables dont I'étoile est UBA-représentable.

Couverture minimale d’un automate binaire

Dans cette derniére section, on étudie la complexité du calcul de la couverture minimale
d’un automate binaire pour deux classes d’approximation : les parties affines et les parties
semi-affines de N™. On obtient ainsi deux résultats d’approximation :

— l'enveloppe affine d'une partie X C N représentée par un automate binaire est

calculable en temps polynomial, et

— lenveloppe semi-affine d’une partie X C N représentée par un automate binaire

est calculable en temps exponentiel.

Pour cela, on commence par montrer dans la sous-section 4.4.1 que de nombreuse classes
de parties de N sont des classes d’approximation stables par résidu. Dans la sous-section
4.4.2, on donne un algorithme de calcul de la couverture affine. Enfin, dans la sous-section
4.4.3, on montre comment utiliser cet algorithme pour calculer la couverture semi-affine.

Rappelons quelques notations données dans le chapitre 3 :

— Penveloppe affine de N d’une partie X C N™ est notée affym (X),

— l'enveloppe affine de Q™ d’une partie X C Q™ est notée aff(X),

— l’enveloppe semi-affine de N d’une partie X C N est notée saffym (X), et

— l'enveloppe semi-affine de Q™ d’une partie X C Q™ est notée saff (X).
Rappelons enfin que l'algorithmique des parties affines et semi-affines de N et Q™ est
aussi donnée dans le chapitre 3.
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Classe d’approximation stable par résidu

Dans cette sous-section, on montre la stabilité par résidu de différentes classes d’ap-
proximation.

Proposition 4.65
Les classes de parties suivantes :
— les parties affines de N,
— les parties semi-affines de N™.
— les clos par les haut.
— les clos par le bas.
— les parties convexes de N™.
sont des classes d’approximation stables par résidu pour la représentation py,.

Démonstration :

Rappelons que le résidu d’une partie X C N™ par un mot o est la partie 7, *(X) (c.f.
la proposition 4.35).

Affines : N™ est une partie affine de N™ et une intersection quelconque de parties
affines est une partie affine. De plus, comme 7, est affine, la classe des parties affines est
stable par résidu.

Semi-affine : la proposition 3.6 prouve que la classe des semi-affines de N™ est stable
par intersection quelconque. Comme 7, est affine, cette classe est stable par résidu.

Clos par le haut : 'ensemble N est clos par le haut et une intersection quelconque de
clos par le haut est clos par le haut. Montrons que la classe des clos par le haut est stable
par résidu. Soit o € ¥* et un ensemble clos par le haut X et montrons que v, 1(X) est clos
par le haut. On considére donc = € v, 1(X) et y > 2. Comme la fonction ~, est croissante,
on a alors 7,(y) = v,-(r) € X. Puisque X est clos par le haut, on a 7,(y) € X. Ainsi
y € v, 1(X), on a donc montré que la classe des clos par le haut est stable par résidu.

Clos par le bas : une preuve symétrique au cas “clos par le haut” prouve que la classe
des clos par le bas est stable par résidu.

Convexe : N™ est convexe et une intersection quelconque de convexes reste convexe.
Or la classe des convexes est stable par résidu. En effet considérons un mot o et un
convexe C' C N™. Montrons que ~, !(C) est convexe. Pour cela, on prend deux vecteurs
z,2' € v;1(C) et un vecteur z € N™ tels qu'il existe t,#’ € QF vérifiant ¢t + ¢ = 1
et z = t.x + t.2’ et on montre que z € 7, (C). Comme 7, est une fonction affine, on
a Yo (2) = tys(x) + t'.4,(2"). Par convexité de C, on obtient 7,(z) € C. La classe des
ensembles convexes est donc stable par résidu. O

Le théoréme 4.59, montre alors que I'enveloppe d’une partie X C N™ représentée par
un automate binaire A peut-étre calculée a partir de la couverture minimale de ’automate
A.

Dans la suite, les cas affines et semi-affines sont détaillés.

Remarque 4.66
Le cas clos par le haut est symétrique du cas affine alors que le cas convexe est symétrique
du cas semi-affine. On peut déduire de ce dernier cas un résultat inattendu : I'enveloppe
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convexe d’'un UBA est un polyédre. Ces résultats ne sont pas développés dans cette thése
mais seront prochainement soumis a publication.

Couverture affine

Dans cette sous-section, on prouve que ’algorithme 1 calcule en temps polynomial la
couverture affine minimale d’un automate binaire. On obtient comme corollaire que 1’en-
veloppe affine d'une partie X C N représentée par un automate binaire est calculable en
temps polynomial.

Algorithme 1 Algorithme de calcul de la couverture affine minimale.

1: entrée : un automate binaire A.
2: sortie : la couverture affine minimale de ’automate binaire A.
3:
4: Soit (Ag)qeq la suite de parties affines de N™ définie par
H .
Aq:{ {0} sigeF

0 sinon

(2

. tant que il existe une transition ¢ LA ¢ telle que v,(A4,) € A, faire
Aq = afme (Aq U "}/b(Aq/))
: renvoyer (Ag)qco

N

Théoréme 4.67
La couverture affine minimale d’un automate binaire est calculée en temps polynomial par
l'algorithme 1.

Démonstration :

On commence par montrer que la ligne 6 de I’algorithme est exécutée au plus (m+1).|Q)|
fois. A chaque fois que la ligne 6 est exécutée, la dimension de la partie affine Ay croit
strictement. Comme la dimension d’une partie affine de N est un entier entre 0 et m — 1,
la ligne 6 ne peut étre exécutée qu’au plus (m + 1).|Q)| fois.

Montrons alors que les espaces affines calculés par 'algorithme ont une taille qui reste
polyndmialement petite tout au long de 'exécution. Notons ¢ le nombre de fois que la ligne
6 a été exécutée. Une r_é)currence immédiate prouve que pour tout état_) q € Q, il existe
une partie X, C 'yETgi( 0) telle que A, = affym (X,). Comme taille(y,( 0)) < m.log(|o|)
pour tout o # &, le théoréme 3.23 montre que la taille des espaces affines calculés reste
polyndémialement petite.

On a donc prouvé que lalgorithme s’exécutait en temps polynomial. Il reste alors a
montrer que cet algorithme calcule bien la couverture affine minimale.

Rappelons que (Ag)geq S@ (Ay)qeq si et seulement si A, € A} pour tout ¢ € Q.
Montrons qu’a toute étape de 'algorithme, la suite (Ag)qeq est incluse dans cov(A).
Remarquons que (Ag)qeq est bien incluse dans cov(A) aprés I'exécution de la ligne 4.
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Comme la ligne 6 est la seule autre ligne qui modifie la suite (Aq)qeq, il suffit de mon-
trer que si (A4)qeq S cov(A) avant I'exécution de la ligne 6 alors (Ag)qeq Cg cov(A)

aprés son exécution. Considérons (Ag)qseq Cq cov(A) et une transition g LN q¢. On a
affym (AgUyp(Ay)) C cov(A), et par définition d’une couverture, cov(A), C v, (cov(A),).
Comme de plus (Ay)qeq Sq cov(A), on a ,(Ay) € y(cov(A)y) € cov(A)g. Ainsi, on a
AqUp(Ay) C cov(Ay). Comme cov(A), est une partie affine de N, on a donc prouvé
I'inclusion recherchée affym (Ag U vp(Ay)) € cov(A)g.

Cela montre en particulier qu’a la ligne 7, I'inclusion (Ag)4eq Cg cov(A) reste valide.

Montrons alors qu’a la ligne 7, la suite (Ag)qcq est une couverture. A cette ligne, la
condition de la boucle tant que n’est plus valide. On a donc y,(Ay) C Ay pour toute
transition ¢ LA q". D'ou Ay C fyb_l(Aq). De 0 € Ag; pour tout état gy € F, on déduit
que (Ag)qeq est une couverture de I'automate A. Par minimalité de la couverture cov(.A),
on obtient cov(A) Cg (Ag)geq- Enfin, comme (A;);eq Cg cov(A), on a bien I'égalité
cov(A) = (Ag)geq- O

En remarquant qu'un automate binaire est un cas particulier de “programmes affines”,
on aurait pu déduire de [MOS04], un algorithme de calcul de la couverture affine en temps
polynomial.

Corollaire 4.68
L’enveloppe affine d’une partie X C N représentée par un automate binaire est calculable
en temps polynomial.

Couverture semi-affine

Dans cette sous-section, on prouve que la couverture semi-affine minimale d’'un auto-
mate binaire est calculable en temps exponentiel. Pour calculer cette couverture, on montre
qu’en “dépliant” un automate binaire, on obtient un nouvel automate binaire dont la cou-
verture semi-affine minimale coincide avec la couverture affine minimale. Il suffira alors
d’utiliser 'algorithme de calcul de la couverture affine minimale sur ce nouvel automate
pour en déduire la couverture semi-affine minimale de 'automate binaire de départ.

Pour cela, on commence par étudier des propriétés de stabilité des parties affines. Puis,
on introduit la classe des automates binaires dépliés. Enfin, on prouve que la couverture
semi-affine est calculable en temps exponentiel.

Stabilité des parties affines

On montre deux résultats de stabilité des espaces affines, a savoir que, pour toute partie
X C N™ telle que saff (X) est affine,

— Penveloppe saff (7,(X)) est affine pour tout mot o € X7, et

— Penveloppe saff (.« (X)) est affine pour tout langage £ C (X7")*.

Le premier résultat de stabilité s’obtient comme corollaire du lemme suivant.

Lemme 4.69
Pour toute partie X C Q™ et pour tout mot o, on a :

saff( Ao (X)) = Ay (saff (X))
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Démonstration :
Comme la fonction A, est une fonction affine et bijective sur Q™, on peut appliquer
la proposition 3.13 & la fonction A 1. On obtient alors I'égalité énoncée. [l

Corollaire 4.70
Pour toute partie X C N™ telle que saff (X)) est affine et pour tout mot o € 3%, I'enveloppe
saff (75(X)) est affine.

Pour montrer le second résultat de stabilité, on commence par caractériser dans le
lemme 4.71 T'enveloppe saff(A,+(X)) puis on montre dans le lemme 4.72 un résultat de
commutativité saff (Agzqr (X)) = saff(Agz0r (X)).

Lemme 4.71
Pour toute partie X C Q™ et pour tout mot o tel que m divise la longueur de o, on a :

saff (- (X)) = Q. (saff(X) + %.pm(ao - %.pm(a)

rm —1

Démonstration :

On note S le semi-affine de Q™ défini par S = saff(Uy-q Ao+ (X)) et on note Sy
l'espace semi-affine Sx = saff(X). Le lemme 4.69 prouve que pour tout entier & > 0, on
a M (Sx) = saff(A,x(X)) C S. Une récurrence immédiate sur k montre que pour tout
a€ Sy,ona:

lol
lo| rm =1
)\’;(CL) =7rm ka—i— Tol ) pm(O')
rm —
lol 1 1
=rmF <a+ o .pm(a)> o pm(0)
rm — rm —

En appliquant la proposition 3.13 qui permet “de faire sortir” une fonction affine d’une
enveloppe semi-affine, on déduit de I'égalité précédente :

1 1
saff (A= ({a})) = Q. (a + T-%(J)) — o Pm(0)
rm —1 rm —1
En rappelant que saff(As«({a})) € S pour tout a € Sx, on obtient :
rm —1 rm —1

S =Q. (SX + %.pm(0)> — %.pm(a) -y

En prenant I'enveloppe semi-affine de l'inclusion (J;5o Agx(X) € 57, on déduit S C 5", On
a donc prouvé S = 5’. O
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Lemme 4.72
Pour toute partie X C N™ et pour tout couple de mots (o1, 02) tel que m divise la longueur
de oy et la longueur de o9, on a :

Saﬂ.()\ai‘gg (X)) = Saﬁ()\a;oj‘ (X))

Démonstration :
Posons x1 = ﬁ.pm(al) et 19 = ﬁ.pm(ag). Le lemme 4.71 montre que
rm —1 rm —1
saff(Agros ( = Q. (saff(\oz (X)) + 21) — 21
:Q (Q (saﬁ( )—i—l’g) —l’2+$1) — 1
= Q. (saff(X) + 22) + Q. (v1 — 72) — 711
1 1

=Q. (saff(X) + 5(3:1 + x2)> +Q. (z1 — z2) — 5(561 + x2)

Par symétrie, on obtient donc saff(Ayz,3 (X)) = saff(Ayz5:(X)). O

On peut alors démontrer le second résultat de stabilité.

Proposition 4.73
Pour toute partie X C N™ telle que saff(X) est affine et pour tout langage £ C (X77)*,
I'enveloppe saff (y,+ (X)) est affine.

Démonstration :

Comme L est dénombrable, on peut considérer une suite de mots o; € L telle que
L = {o;; i > 0}. Considérons la suite (A;);>0 de semi-affines de Q" définie par la récurrence
suivante : Ag = saff (X) et A;11 = saff(7,+(4;)). Le lemme 4.69 montre que pour tout i > 0,
I'espace A; est affine. Ainsi, la suite (A4;);>0 est une suite croissante d’espaces affines de
Q™. Une telle suite est nécessairement stationnaire. Ainsi, il existe un indice ig > 0 tel
que pour tout ¢ > i, on a A; = A;,. En particulier, cela prouve que pour tout i > 1o,
on a Ay, (A) C A. Puisque A = saff(\, 3,_,0;0(140)), par le lemme 4.71, pour tout i < o,
onaA= saﬂ"()\gzqgg. O 0T (AO)). Ainsi A\, (A) € A pour tout ¢ < ng. On a donc
montré A\,(A) C A pour tout o € L. En particulier saff(Az«(A4)) € A. Comme X C A,
on a montré que saff(Az«(X)) € A. Comme de plus A = Saff()\ggn_ago (X)), on a aussi
A Csaff(Ag+(X)). O

Dépliage d'un automate binaire

Pour pouvoir utiliser les deux résultats de stabilité des espaces affines, prouvés précé-
demment, on définit la classe des automates binaires dépliés et on montre comment déplier
un automate.

Définition 4.74
Un automate binaire déplié est un automate binaire A tel que :
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(P1) I'ensemble des états finaux est un singleton F' = {q;},
(P2) Dentier m divise la longueur de toutes les boucles ¢ = ¢, et
(P3) pour toute composante fortement connexe C, il existe au plus une transition

qiq’ telle que g € C et ¢ & C.

On commence par montrer que la propriété (P2) peut-étre facilement imposée a un
automate binaire (elle est vérifiée par les NDD), puis on prouve que tout automate binaire
possédant cette propriété peut-étre déplié.

Lemme 4.75
Pour tout automate binaire A, on peut construire en temps polynomial un automate binaire
A" acceptant le méme langage et vérifiant (P2).

Démonstration :
11 suffit de synchroniser 'automate A = (Q, 3., A, Qo, F') avec 'automate acceptant le
langage (X7)*. On note k[m| € {0,...,m —1} le reste de la division euclidienne de 'entier

k € Z par m. L’automate A’ est défini par :
o Q/:QX {0"--7m_1}7
- A ={(q,i[m]) > (¢i + 1m]); (a,b,q) € A; i € N},
- Q6 = QO X {0}, et
- F'=Fx{0,...,m—1}.
Remarquons que par construction A’ convient. U

Lemme 4.76
Pour tout automate binaire A vérifiant (P2), on peut construire en temps exponentiel un
automate binaire déplié A" acceptant le méme langage.

Démonstration :

11 suffit de “déplier” les composantes fortement connexes de l'automate binaire A.
O

On déduit des deux lemmes précédents que tout automate binaire peut étre déplié.

Proposition 4.77
De tout automate binaire A, on construit en temps exponentiel un automate binaire déplié
A’ acceptant le méme langage.

Calcul de la couverture semi-affine

On montre comment calculer la couverture semi-affine minimale d’un automate binaire
en prouvant que la couverture semi-affine minimale d’un automate binaire déplié est égale
a sa couverture affine minimale.

Proposition 4.78
La couverture semi-affine minimale d’un automate binaire déplié est égale a sa couverture
affine minimale.
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Démonstration :

Pour tout couple d’états (¢, ¢’), on note £, l'ensemble des étiquettes des chemins
allant de ¢ a ¢'.

On commence par montrer que pour toute partie X C N telle que covgm (X) est
affine et pour tout couple d’états (¢, ¢’) dans la méme composante fortement connexe, I’en-
veloppe semi-affine S = saff (’y[;qqq, (X)) est affine. La proposition 4.73 prouve que A =
saff(yz ,_ , (X)) est un espace affine. Considérons un mot oo € L4, et montrons que S =
Aoo(A). Comme S D saff(v5.2,.,(X)) = Mg (A), il suffit de montrer I'inclusion inverse.
Considérons donc un mot o € £,_,. Comme ¢ et ¢’ sont dans la méme composante forte-
ment connexe, il existe un mot w € Ly_,;. On a saff(’nggq,ﬁq, (X)) = Ao (saff (2, ., (X))).
Comme de plus Ywor,,_ ,(X) € vz, ,(X), on a montré que Ayo(A) € A. Comme Ay,
est une fonction affine bijective et comme A est un espace affine, cette inclusion est en
fait une égalité Ao (A) = A. En particulier pour o = 09, on a aussi Aye,(A4) = A. Ainsi,
Ao (A) = Ayt (A) = A\yy (A). On a donc en particulier prouvé que v, (X) C Ay (A) = Ay (A).
On obtient alors S =saff(yz, _ (X)) € Ago(A). On a ainsi démontré que saff (v, (X))
est affine.

On note gy 'unique état final de 'automate binaire dépli¢ A et on note Cy la compo-
sante fortement connexe associée a qy. Pour chaque composante fortement connexe C' # C

de A telle qu'il existe un chemin allant d'un état de C' & gy, on note g¢ be, ¢ I'unique
transition telle que go € C et g, ¢ C. La composante fortement connexe associée a gy est
notée a(C).

Considérons alors un état g € () et notons C' sa composante fortement connexe associée.
Remarquons que s’il n’existe pas de chemin allant de ¢ & g5 alors £(A)g = 0. Les lemmes
4.53 et 4.58 montrent alors que cov(A), = () et la proposition est donc vraie. On peut
donc supposer qu’il existe un chemin allant de ¢ & gy et on note alors Cy, ..., Co I'unique
suite de composantes fortement connexes définie par C,, = C, Cy = C et C; = a(Ciq1).
Remarquons que le langage £(A,) est par conséquence égal & L4, si n = 0 et au langage
suivant dans le cas n > 1 :

L(Ag) = Lqqe, by Ly o be, Ly,

A, a0, L dCn

Or, d’aprés les lemmes 4.53 et 4.58, la couverture cov(A,) est égale a saff(L(Ag)). Une
récurrence immédiate sur n montre dés lors que cette enveloppe est affine. O

On obtient par suite un algorithme de calcul en temps exponentiel de I’enveloppe semi-
affine d'une partie X représentée par un automate binaire.

Théoréme 4.79

Soit X C N™ une partie représentée par un automate binaire A. L’ensemble des compo-
santes affines de saff(X) est calculable en temps exponentiel. De plus, chaque composante
a une taille polynomiale.

Démonstration :

Considérons un automate binaire A. On commence par déplier ’'automate A en utili-
sant la proposition 4.77. On obtient alors un automate binaire déplié¢ A’ acceptant le méme
langage que A. On calcule la couverture affine minimale de 'automate binaire 4, avec le
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corollaire 4.68. Montrons que les espaces affines obtenus ont une taille polynomiale en la
taille de A. Pour cela, il suffit de remarquer que 'on peut déplier a la volée les compo-
santes de 'automate A. La proposition 4.78 montre que cette couverture affine est en fait
la couverture semi-affine minimale. En utilisant le théoréme 4.59, on obtient & partir de
cette couverture, les composantes affines de saff(X). ]

Corollaire 4.80
La couverture semi-affine minimale d’un automate binaire est calculable en temps expo-
nentiel.

Démonstration :
Considérons un automate binaire A. En appliquant le théoréme 4.79 aux automates
binaire Ay, on déduit des lemmes 4.53 et 4.58 la couverture semi-affine de A. O

Cette complexité exponentielle en temps ne peut pas étre évitée en général comme le
montre le lemme 4.81. Ainsi, tout algorithme qui calcule la couverture semi-affine mini-
male d’'un automate binaire en représentant les semi-affines de N par une union finie de
parties affines de N, demande au moins un temps exponentiel. Pour obtenir une meilleure
complexité il est donc nécessaire de choisir une autre représentation des parties semi-affines
de N™. Dans le chapitre 5 suivant, on étudiera la représentation des semi-affines par des
automates binaires canoniques.

Lemme 4.81
II existe une suite d’'UBA (Ay,)n>1 telle que le nombre d’états de A,, est égal a 2.n + 3 et
telle que le nombre de composantes affines de saff(p,,(L(A))) est égal a 2".

Démonstration :
On considére 'automate A, = (Qn, X2, An, {00}, {¢n}) défini par

Qn = {Qan[/IHQMqi .. >Qn,q7,1}

et par A, = {q0 = ¢, ¢ > 20} Ur<icn{di %dhd 25 gl U{gn 2 gu}. Lautomate
As est représenté par la figure 4.1. Remarquons qu’en complétant 'automate A,, (il suf-
fit d’ajouter un état puit et des transitions allant vers cet état), on obtient un UBA a
2.(n+ 1)+ 1 = 2.n+ 3 états reconnaissant la partie X,, = p;,((1.0)*.(0.(0 + 1))™.0%).
De pm((0.(0 + 1))™.0%) = {0} x {0,...,2" — 1}, on déduit X,, = {2F.(0,i) + (2F —
1).(1,0); kK > 0; ¢ € {0,...,2™ — 1}}. Les propositions 3.13 et 3.12 montrent alors que
saff (X;,) = Upgjcon Q.(1,4) — (1,0). L'ensemble des composantes de saff (X,) est donc égal
a{Q.(1,7) — (1,0); i € {0,...,2" — 1}}. O
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Figure 4.1 L’automate A3




CHAPITRE 5

Automate binaire et formule de Presburger

Dans ce chapitre, on étudie le lien entre les formules de Presburger et les automates
binaires et on montre comment construire une formule de Presburger (sans quantificateur)
a partir d'un automate binaire.

La logique de Presburger permet de décrire le lien entre les compteurs d'un systéme,
avant et apreés lexécution d'une transition (|[BGP97| [BGP99| [CJ98| |[FL02]), de définir et
de calculer des ensembles d’états accessibles ([Boi98] [FO97b| [HP79] [Lam94| [BFLPO03|
[F'S00a] [F'S00b)).

Le probléme de la validité d’une formule de Presburger est donc un probléme central en
vérification. Pour “dépasser” sa complexité élevée (|Ber77| [FR74]), différentes techniques de
résolution ont été proposées ; 'outil OMEGA (|Ome]) élimine les quantificateurs et simplifie
les formules ([FR74]); l'outil BRAIN ([Bra] [RV02]) décompose un ensemble Presburger-
définissable sous forme d’un semi-linéaire (|GS66| [Huy85| [Reu89| [Hue78| [vzGST78|); les
outils CsL-ALv, FAST, LASH et MONA considérent une représentation par automate bi-
naire (chapitre 4), aussi appelé NDD (|Boi98] [WB95| [WB00|) ou DFA (|[BC96] [Kla97]
[KMS02]) ; on trouvera dans [GBD02] une étude comparative de ces différentes techniques.

N’oublions pas qu’il ne suffit pas de savoir représenter des ensembles d’états, pour
calculer effectivement I'ensemble des états accessibles d’un systéme. En effet, pour qu’'un
calcul itératif de point fixe, utilisant la logique de Presburger, converge, il est crucial
de simplifier les structures obtenues & chaque itération. La représentation par automate
est bien adaptée a ce probléme. En effet, une simple minimisation d’automate ([Hop71])
permet de représenter canoniquement un ensemble défini par une formule de Presburger.
Cela explique pourquoi les “model-checker symboliques” comme CSL-ALV, FAST ou LASH
utilisant cette représentation en interne, arrivent a calculer efficacement des ensembles
d’états accessibles (|BB02| [BB03| [FL02|).

Cependant, cette représentation par automate pose au moins trois problémes. Premiére-
ment, les automates peuvent étre exponentiellement plus grands qu'une formule équivalente
sans quantificateur (|[BC96],[WB95|). Deurieémement, on peut difficilement appliquer des
méthodes d’abstraction comme celles développées dans [BPR02| consistant “a oublier une
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partie des formules”. Enfin, alors que 'on peut avoir une “intuition” de I'ensemble repré-
senté par une formule de Presburger, cela est difficile méme pour un automate binaire
d’une dizaine d’états.

Afin de contourner ces problémes, nous nous proposons d’étudier la synthése d’une
formule de Presburger a partir d'un automate binaire. Rappelons que dans |[Muc03| et
[BHMV94], il est prouvé que l'on peut décider si un ensemble représenté par un automate
binaire est Presburger-définissable (on déduit un algorithme décidant si un automate bi-
naire représente un ensemble Presburger-définissable en temps 4-EXP). Malheureusement,
aucune piste n’est donnée pour synthétiser une formule en temps élémentaire.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a un sous-probléme, celui de la synthése d’une formule
non-quantifiée. Ce probléme est motivé par le fait que toute formule de Presburger peut
étre vue comme une succession de quantificateurs appliqués a une formule non-quantifiée,
et qu’expérimentalement ’ensemble d’accessibilité de beaucoup de systémes a compteurs
est représentable par une formule de Presburger sans quantificateur (chapitre 10).

On a obtenu les résultats suivants :

— On peut décider en temps exponentiel si I’ensemble représenté par un automate
binaire est non-quantifié (voir la fin du chapitre 2 pour la définition de non-quantifié¢).

— Pour un tel automate, on peut faire la synthése d’une formule de Presburger non-
quantifiée en temps exponentiel.

Dans la section 5.1, on rappelle comment construire en temps élémentaire I'automate
binaire canonique (CBA) représentant les solutions d’'une formule de Presburger. Puis,
dans la section 5.2, on montre qu’en temps exponentiel, on peut décider si un automate
binaire représente une partie non-quantifiée. Enfin, dans la derniére section 5.3 on prouve
qu’en temps exponentiel, on peut synthétiser une formule de Presburger non-quantifiée a
partir d'un automate.

De la formule a I'automate

Toute formule de Presburger est équivalente a une formule de la forme @1 ... Q¢ ou ¢
est une formule non-quantifiée et ou Q; est un quantificateur (Q; € {Ix,Vx}), simplement
en déplacant les quantificateurs d’une formule vers la gauche.

Dans les sous-sections 5.1.1 et 5.1.2, on étudie les algorithmes de construction des
automates binaires canoniques représentant respectivement une partie non-quantifiée et
une partie définissable dans la logique de Presburger.

Formule non-quantifiée

Comme une formule non-quantifiée est une conjonction, disjonction ou négation de
formules de la forme (o,z) = ¢, il est naturel de chercher a construire pour une telle
formule 'automate binaire canonique A, . représentant I’ensemble des vecteurs x € N
solutions. On prouve qu’il n’existe pas d’algorithme construisant A, . en temps polynomial
en la taille de l'entrée et de la sortie du probléme : taille(a) + taille(c) + taille(Aq ). On
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déduit de ce résultat qu'un algorithme qui construit un automate binaire non ambigu (qui
peut étre ou non canonique) A, . équivalent a A . en temps polynomial en I'entrée et la
sortie de 'algorithme taille(c) + taille(c) + taille(Ay, .) produit des automates binaires qui
ne peuvent pas étre polynomialement petits devant A, .. Il faudra alors penser a utiliser
systématiquement un algorithme de minimisation d’automates aprés l'utilisation d’un tel
algorithme de construction.

Pour montrer que la construction de I'automate binaire canonique A, . ne peut se faire
en temps polynomial, on commence par énoncer le résultat de complexité suivant.

Proposition 5.1 ([Sch87])
Soit a € Z™ et ¢ € Z. Décider si le systéme («,x) = ¢ admet une solution = € N™ est
NP-complet.

Remarque 5.2
Rappelons que I'on peut décider en temps polynomial si (o, x) = ¢ admet une solution
dans Z'™ ([Sch87]).

On en déduit alors la proposition recherchée.

Proposition 5.3
Il n’existe pas d’algorithme de construction de I'automate binaire canonique A, . en temps
polynomial en I'entrée et la sortie du probléme taille(«) + taille(c) + taille(Aq,c) sous la
conjecture P#NP.

Démonstration :

Supposons qu’il existe un algorithme construisant I'automate A4, . en temps polynomial
en taille(a) + taille(c) + taille(Aq ). Par hypothése, il existe un polynéme P(X) € N[X]
que l'on peut supposer non constant tel que pour tout a € Z" et pour tout ¢ € Z,
l'algorithme de construction de A, s’arréte aprés P(taille(a) + taille(c) + taille(Aq )
étapes. On définit alors un nouvel algorithme qui prend en entré un couple («, ¢) et décide
si {(a, ) = ¢ admet une solution x € N™. L’algorithme simule 1’algorithme de construction
de A, . pendant P(taille(a) +taille(c) +taille(A(0))) étapes ou A(0) est 'automate binaire
canonique représentant I'ensemble vide. Si 'algorithme termine avant ce nombre d’étapes
maximal, il suffit de décider que (o, x) = ¢ admet une solution = € N si et seulement si le
langage accepté par 'automate A, . est non vide (ce test se fait en temps polynomial en
taille(A)q, < P(taille(r) + taille(c) + taille(LA(0))). Si l'algorithme n’a pas terminé avant,
comme la fonction ¢ — P(i) définie sur N est strictement croissante, et que P(taille(a) +
taille(c) + taille(Aqyc)) < P(taille(a) + taille(c) + taille(A(0)), on a A(D) # Ay Dans
ce cas L(Aq,) est non vide et il existe ainsi un vecteur x € N™ solution de (o, z) = c.
L’algorithme décide alors que (o, z) = ¢ admet une solution € N™. On a donc prouvé
I'existence d’un algorithme en temps polynomial pour décider si (o,z) = ¢ admet une
solution x € N”. Comme ce probléme est NP-complet, on a P = NP. U

Modulo la conjecture P#NP, on a donc montré qu’un algorithme de construction po-
lynomial en 'entrée et la sortie n’est pas possible. Dans la pratique, les algorithmes de
construction utilisés produisent des automates binaires non ambigus Aj, . équivalents a
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A, en temps polynomial en O(taille(ar) + taille(c) + taille( A7, .)) comme le montre le
lemme suivant.

Lemme 5.4 ([WBO00],|[BC96],[BB02])

Il existe un algorithme de construction qui pour tout couple («,c¢) construit un automate
binaire non ambigu Aq, . équivalent & A, en temps linéaire en la taille de I'entrée et de
la sortie taille(a) + taille(c) + taille( A}, ). De plus, le nombre d’états de I'automate Aq, .
est borné par

In (v + {515

Bm (o, +1).——p 05

Remarque 5.5

La majoration du nombre d’états prouvée dans le lemme 5.4 précédent peut paraitre com-
pliquée mais elle est donnée pour unifier les deux bornes proposées, I'une par Boigelot et
Wolper en In(|c|). |||, et autre par Bartzis, Boudet, Bultan, et Comon en O(|c|+ ||c|];).
Ces deux bornes sont en effet complémentaires car I'une montre que la taille est linéaire
en ||a||; quand c et |||, sont du méme ordre de grandeur et I'autre montre que la taille
est logarithmique en |c| quand |c| est grand devant ||a||,.

Montrons que les automates A:)z,c produits par un tel algorithme ne peuvent étre poly-
nomialement petits devant Ay, c.

Proposition 5.6

Considérons un algorithme construisant pour tout couple («,c) un automate binaire non
ambigu Aj, . équivalent & A, . en temps polynomial en O(taille(a) +taille(c) +taille(Aq, ).
Sous la conjecture P#NP, il n’existe pas de polynéme P tel que pour tout couple («, ¢) on
a:

taille(A,, .) < P(taille(Aq,c))

Démonstration :

Supposons 'existence d’'un tel polynome P. Comme on peut minimiser "automate
.A'a’c en temps polynomial, on obtient ainsi un algorithme de construction de A, . en
temps polynomial en O(taille(ar) + taille(c) + taille(Aq ). D’apreés la proposition 5.3, on
a une contradiction. ]

La proposition 5.6 montre ainsi 'importante de minimiser les automates produits par
de tels algorithmes. Néanmoins, méme aprés minimisation, la taille de I'automate A, .
peut rester exponentielle en taille(a), comme le montre le lemme 5.7 suivant.

Lemme 5.7

Pour tout n > 0, posons a,, = (r", —1). On a alors taille(ay,) = n%ﬁgg et taille(Aq,, 0) = 1".

Démonstration :
On se place donc dans le cas m = 2. Notons X,, = {(z1,x2); (o, (z1,22)) = 0} =
N.(1,7™). Pour obtenir la taille de 'automate binaire canonique représentant X,,, étudions
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I'ensemble des résidus Q(X,,) de X,, = N.(1,r™). On va montrer que {N.(1,7")+(0,j); j €
{0,...,7" —1}} € Q(X,). Considérons i € {0,...,7" — 1}. Il existe une suite (b;)1<i<n
de X, telle que le mot o = 0b10bs . ..0b, vérifie pa(c) = (i,0). On a alors v, 1(X,) =
(& (N.(1,7™) — (4,0))) N N™ = N.(1,7") + (0,i). Comme de plus, pour tout i # i’ €
{0,...,7"7 1} on a N.(1,7") + (0,i) # N.(1,7") + (0,4'). On a donc démontré que le
cardinal de Q(X,,) est supérieur a 7. Ainsi, taille(Aq,, 0) = r". O

Du lemme 5.4, on déduit de plus une majoration de la taille des automates binaires
canoniques représentant les solutions d’une formule non-quantifiée (voir la fin du chapitre
2 pour la définition de non-quantifié).

Théoréme 5.8 ([BC96],[WB95])

Soit X C N™ une partie non-quantifiée. Il existe un automate binaire non ambigu repré-
sentant X qui a une taille bornée exponentiellement par la taille de toute formule non-
quantifiée représentant X . De plus, un tel automate est calculable en temps exponentiel.

Démonstration :

On montre le théoréme par récurrence sur la longueur des formules ¢. Remarquons
que si ¢ est une formule de la forme ¢ := (¢ = ¢), alors le lemme 5.4 montre que 'on peut
construire en temps exponentiel un automate binaire non ambigu Ag représentant [¢]. I
suffit alors de remarquer qu’en temps polynomial on construit a partir de deux automates
binaires non ambigus représentant respectivement [¢] et [¢'], des automates binaires non
ambigus représentant respectivement [-¢], [¢ V ¢'] et [¢ A ¢']. O

Cette borne exponentielle ne peut malheureusement pas étre évitée en général comme
le montre le lemme 5.7.

Formule de Presburger

Dans cette sous-section on rappelle comment construire I’automate binaire canonique
représentant les solutions d’'une formule de Presburger. Dans la précédente sous-section,
on a montré comment construire ’automate binaire canonique associé a une formule non-
quantifiée. Ainsi, il suffit de montrer comment a partir d’'un automate binaire Ay re-
présentant les solutions d'une formule ¢, on peut construire un automate binaire Ag 4
représentant les solutions de la formule @ ¢ ou @ € {3x,Vx} est un quantificateur. On
commence par montrer que cette construction est possible en temps exponentiel. On peut
ainsi construire a partir de toute formule de Presburger ¢ un automate binaire représentant
les solutions de ¢. Pour montrer que cette construction peut se faire en temps élémentaire,
on éliminera les quantificateurs d’une formule avant de construire I’automate binaire des
solutions.

Projection

On commence par établir le lien entre la partie X C N" des solutions d’une formule
de Presburger ¢ et les parties X3, et Xy,, de N~ solutions respectivement de 3z;¢ et
Vx;¢. Pour cela, on introduit la fonction de projection II; qui “élimine” la iéme variable.
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Définition 5.9
Pour touti € {1,...,m}, onnote I;(X) : N™ — N1 |a fonction définie par I1;(z1, . .., o) =

(561, ey i1, Li41y - - .,l‘m).

Par définition de [3z; @] et [Vz; ¢], on déduit X3, = IL;(X) et Xy,, = NT\IL;(N™\X).
Ainsi, pour construire un automate binaire non ambigu représentant X5, ot Xy,, a partir
d’un automate binaire non ambigu représentant X, il suffit de montrer comment construire
un automate binaire non ambigu représentant IT;(X).

Pour caractériser les états d’'un tel automate, il est naturel d’étudier les résidus de

I (X).

Proposition 5.10
Pour toute partie X C N™ et pour tout i € {0,...,m — 1}, on a

1 (v, 1 (X)) sii<m

_1 . _
v, NI (X)) {Ubfezrﬂl(vbbKX)) Giem

Démonstration :

Considérons le cas i < m. Soit y € v, '(IL;(X)). Il existe z € X tel que v,(y) = II;().
De cette égalité, on déduit (yo,...,Ym-1,74y1 +b) = (z1,...,Ti—1,Tit1,---,Tm). On a
alors (y1,...,Ym—1) = (a:,,;—b’ Tlyeeey Tim 1y Tigly v ey Tpe1) = HZ‘_H(mmr_b,.Tl, ey Tp—1) =

1 (v, (2)). Ainsi y € Tip1(y, '(X)). Pour linclusion réciproque, considérons y €
HiH(fyb_l(X)). Il existe alors = € ”yb_l(X) tel que y = Il;p1(x) = (X1, ..o, Tiy Tigo, ooy Tn)-
On en déduit v (y) = (x2,. .., Tiy Tit2, ..., T, 721 + b) = i(xa, ..., 2y, o1 + b) =
IL;(7p(z)). Comme 7,(z) € X, on a donc prouvé que v,(y) € II;(X). Ainsi, on a y €
% (I (X).

Reste le cas ¢ = m. Soit y € fyb_l(Hm(X)) et considérons x € X tel que v,(y) = I, (z).
De cette égalité, on déduit (y2,...,Ym—1,7y1 +b) = (21,...,2m—1). Notons b’ le reste

de la division euclidienne de x,, par r. Ainsi, (y1,...,Ym-1) = (x*"%l_b,xl, ey Tp—g) =

I (2=t 2mt=b gy a2) = (7, (). On a done y € Uyes, (7! (X)) Reé-
ciproquement, considérons y € Jycs Hl(yl;,l(X )). Il existe alors b/ € X, tel que y €
IT; (7, (X)). Considérons z € 7,,/ (X) tel que y = IIi(z) = (22,...,2m). On a y(y) =
(X3, ..oy, o +b) = Iy (a3, ..., rxe + b,rzy +0) = W (Y (). De v (x) € X, on
déduit y € ’yb_l(X). O

On obtient alors le résultat cherché.

Proposition 5.11 (|][BC96],[WB00])

Pour tout automate binaire non ambigu A a n états représentant une partie X C N™
et pour tout i € {1,...,m}, il existe un automate binaire non ambigu A" a m.2" états
représentant I1;(X). De plus, un tel automate est calculable en temps exponentiel.

Démonstration :
On redonne la preuve de cette proposition en utilisant les notions de cette thése. Pour
la borne m.2", notons Q(X) 'ensemble des résidus de X. La proposition 5.10 montre que
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les résidus de I1;(X) sont de la forme (Jy/ o i (X') ot Q" € Q(X) et &' € {1,...,m}.
Le cardinal de I'ensemble des résidus de II;(X) est donc borné par m.2". Pour construire
effectivement un tel automate, il suffit d’appliquer un des algorithmes d’élimination des
quantificateurs |[BC96|,|WBO00|. O

Pour construire I'automate binaire canonique représentant ’ensemble des vecteurs de
N satisfaisant une formule de Presburger ¢, il suffit alors d’appliquer & fois la proposition
5.11 ou k est le nombre de quantificateurs de ¢.

Borne élémentaire

Pour montrer que la complexité d’un tel algorithme est élémentaire, on étudie la taille
des automates binaires non ambigus représentants les solutions des formules de Presburger
produites par un algorithme d’élimination des quantificateurs. Un tel algorithme produit
en effet des formules non-quantifiées de la forme (o, x) = ¢ mais aussi des formules de la
forme (o, x) < c et de la forme (o, z) = c[k].

Dans [BB02| il est montré qu’il existe un automate binaire non ambigu représentant
(o, ) = c[k] dont la taille est en O(m.(||a||; + |¢|).k). En fait, on peut montrer une borne
bien plus fine comme le montre le lemme suivant.

Lemme 5.12

Pour tout vecteur o € Z'™, pour tout ¢ € Z et pour tout k € N*, la partie {x € N™; (o, x) =
clk]} de N est représentable par un automate binaire non ambigu dont le nombre d’états
est borné par (14 2.m.k). De plus, un tel automate est calculable en temps O(r.m.k).

Démonstration :
Définissons la suite (k;);>0 de N* par la formule de récurrence ky = k et kjy =

% pour j > 0 ot pged(kj,7) € N*. On va montrer que I’ensemble des résidus de

VRl

x € N™; (o, z) = c[k]} est inclus dans la classe C{() o C; ot C; est la classe des parties
=07 J

de N™ définie par
Cj ={{zr e N <a,'yé(a:)> =colkjl}; 0<i<m; 0< ¢ <k}

Comme {z € N"; («, x) = c[k]} est dans Cyp, il suffit de montrer que la classe C est stable
par résidu. Considérons donc X € C et b € ¥, et montrons que 7, 1(X) e C. Remarquons
que si X = () alors fyb_l(X) € C. On peut donc supposer que X # (). Donc ce cas, il existe
i€{0,...,m—1},j > 0etco € {0,...,k;j—1} tels que X = {z € N™; {a,~}(z)) = colk;]}.
On a v, 1(X) = {z € N"; {a, 7 (1())) = colks]}. De () = 70(x) + b.em, on déduit
Yo () = Y5t (z) + bg(em). Notons ¢ = co — (a, Vi (em)) [ks]. On a alors v, '(X) =
{z € N™; {a, vt (z)) = ¢{[k;]}. Remarquons que si i # m—1 alors v, '(X) € C;. On peut
donc supposer que i = m—1. Or 7§*(z) = r.z, donc v, *(X) = {z € N"; r. (a,z) = c)[k;]}.
On peut supposer que ¢, est divisible par pged(k;,r) car autrement -, 1(X) = 0. On note

m et ¢ = W‘m. On a alors 7, *(X) = {z € N™; ¢/ (a,z) = }[kj1]}.
Comme 1’ et kji1 sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels que r".u + kjp1.0 = 1

(on obtient deux tels entiers en utilisant I’algorithme d’Euclide). Notons ¢f’ = w.c{[kjt1]

et remarquons que v, *(X) = {x € N™; (a,z) = ¢J/[kj+1]}. On a donc 4, ' (X) €C.

r =
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Il suffit alors de majorer le cardinal de C. La suite (k;);>0 étant décroissante dans
N*, elle est stationnaire. Notons jo > 0 le premier indice tel que kj,41 = kj,. On a alors
kj = kj, pour tout j > jo. Montrons que pour tout j € {0,...,jo—1}, onakjii < %k‘j. Par
définition de jo, on a kj1 # kj. Ainsi, pged(kj,r) > 2 et on a donc I'inégalité ;1 < %kj.
Cela montre en particulier que card(C) < 1+ m.(ko + -+ + kj,) < 1+ m.k. Z?OZO = <
L+mk. 3752, % =1+ 2.m.k. On déduit card(C) <1+ 2.m.k. O

Une version légérement modifiée de 'algorithme de construction de {z € N™; (a, x) =
c} proposé dans le lemme 5.4 nous permet de borner la taille de ’automate binaire cano-
nique représentant {z € N™; (a, z) < c}.

Lemme 5.13 ([WB00],[BC96],[BB02])

II existe un algorithme de construction qui pour tout couple («,c¢) construit un automate
binaire non ambigu A représentant la partie {x € N™; (a,z) < ¢} en temps linéaire en
O(taille(«) + taille(c) + taille(A)) et dont le nombre d’états est borné par

el 1
In (” + ||a\|11+1)
In(r)

3.m.(||al]; +1).

On peut alors borner la taille de 'automate binaire canonique représentant I’ensemble
des solutions d’une formule de Presburger.

Théoréme 5.14 ([WBO00],[BB02])
11 existe une constante c telle que pour toute formule de Presburger ¢, I'automate binaire
canonique représentant ¢ a une taille bornée par

22c.taille(¢)

Le théoréme 5.14 montre en particulier que pour toute formule de Presburger ¢ et pour
toute suite de quantificateurs Q1 - - - Q,,, 'automate binaire canonique Ag,...q,, ¢ représen-
tant Q1 - Qm ¢ a une taille élémentaire en la taille de la formule ¢. Cependant, cela ne
prouve pas que Ag, .. g,,¢ a une taille élémentaire en la taille de 'automate binaire cano-
nique représentant ¢. Pour obtenir un tel résultat, il faudrait pouvoir “résoudre le probléme
ouvert 5.15” suivant.

Probléme ouvert 5.15

Soit Cp la classe des automates binaires canoniques représentant des parties définissables
dans la logique de Presburger. Pour tout automate A dans Cp, on note [(A) la taille de la
plus petite formule de Presburger dont I’ensemble des solutions est représenté par A. La
fonction [(A) est-elle bornée de fagon élémentaire en la taille de A7

Rappelons que dans [BHMV94| et [Muc03], il est prouvé que 'on peut décider si un
automate binaire non ambigu A représente une partie définissable dans la logique de Pres-
burger. La complexité de ’algorithme est 4-EXPTIME.
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Les parties non-quantifiées de N

Un point de départ pour résoudre le problémes ouvert 5.15, est I’étude des automates bi-
naires non ambigus représentant des parties non-quantifiées. Dans cette section, on montre
que l'on peut décider en temps exponentiel si un automate binaire non ambigu représente
une partie non-quantifiée. Ce résultat est nouveau, aussi bien d’'un point de vue décidabilité
que complexité.

Dans la sous-section 5.2.1 on introduit la classe des parties affines irréductibles permet-
tant de décomposer une partie non-quantifiée en une union finie de parties non-quantifiées
plus simples. Cette décomposition sera utilisée dans la sous-section 5.2.2 pour montrer que
I’on peut calculer 'automate binaire représentant I’enveloppe semi-affine d’une partie X en
modifiant simplement les états finaux de tout automate binaire non ambigu représentant
X. Enfin, dans la sous-section 5.2.3, on montre qu’en calculant la couverture semi-affine
d’une partie X, on peut caractériser les parties non-quantifiées.

Les parties affines irréductibles de N™

On montre que 'on peut décomposer une partie non-quantifié¢e X en une union finie
de parties non-quantifiées de la forme A\S ot A est une partie affine et .S une partie semi-
affine telles que saffym (A\S) = A. Remarquons que cette décomposition n’est pas triviale
car il existe des parties affines A et des parties semi-affines S telles que saff(A\S) C A
(prendre par exemple A = {(1,0),(0,1)} et S = {(0,1)}).

Pour obtenir une telle décomposition, on caractérise dans la proposition suivante une
classe de parties affines “irréductibles”.

Proposition 5.16
Considérons une partie affine A. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— Pour toute suite finie (A;);es de parties affines telle que A C | J,.; A, il existe i € T
tel que A C A;.
— L’enveloppe semi-affine saff(A) est un espace affine.

el

Démonstration :

Supposons que saff(A) soit un espace affine et considérons une suite finie (A;);c; de
parties affines de N™ telle que A C |J;c; Ai. De saff(A) C (U, saff(A4;), on déduit en
utilisant la proposition 3.16 qu’il existe i € I tel que saff(A) C saff(4;). En prenant
I'intersection de cette inclusion avec N, on déduit I'inclusion A C A;. Réciproquement,
supposons que pour toute suite finie (A;);es de parties affines de N™ telle que A C | J;; As,
il existe ¢ € I tel que A C A;. Notons S = saff(A). De S = Uy eccomp(s) 4 on déduit
A=SNN" = UA’ecomp(S) A’ N N™. Ainsi, par hypothése, il existe A’ € comp(S) tel que
A C A NN™ On a alors S = saff(A) C A’. De A’ C S on déduit alors saff(4) = A’ qui
est donc un espace affine. O

Définition 5.17
Une partie affine A est irréductible si saff(A) est un espace affine.
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Dans la proposition 5.18, on montre que toute partie affine se décompose en une union
finie de parties affines irréductibles.

Proposition 5.18
Toute partie affine peut se décomposer en une union finie de parties affines irréductibles.

Démonstration :

Soient X C N une partie affine de N et S le semi-affine de Q" défini par S = saff(X).
Considérons une composante affine A de S. On va montrer que A N N est une partie
affine irréductible de N™. La proposition 3.17 montre que [ J A’€comp(S) A’ = S. Ainsi de
S = saff(SNN™), on déduit S = saff (U 4 ccomp(s) 4 MN™) = Uarccomp(s) saff (4" N N™).
Comme A est un espace affine inclus dans S, la proposition 3.16 montre qu’il existe un
espace affine A’ € comp(S) tel que A C saff(A’/NN™). De A C A’ C S et A € comp(S), on
déduit A = A’. On a donc A C saff(ANN™). Puisque saff(ANN") C A, saff(ANN™) = A
est un espace affine. La partie A N N" est donc une partie affine irréductible de N™. Pour
prouver la proposition, il suffit alors de remarquer que X = Accomp( S)(A NN™). O

Les parties affines irréductibles vérifient bien la propriété recherchée.

Proposition 5.19
Pour toute partie affine irréductible A et pour toute partie semi-affine S telles que A Z S,
on a:

saffym (A\S) = A

Démonstration :

De A= (A\S)U(ANS), on déduit saff(A) = saff(A\S) Usaff(ANS). Comme saff(A)
est un espace affine de Q™, la proposition 3.16, montre que soit saff(A) C saff(A\S), soit
saff(A) C saff(A N S). Remarquons que si saff(A) C saff(A N S), alors saff(A) C saff(5).
On a alors A = saffym (A) C saffym (5) = S ce qui est absurde. Ainsi, on a montré que
saff(A) C saff(A\S). On déduit de saff(A\S) C saffg,, (A) que saff(A\S) = saff(A). D’ou
saffym (A\S) = A. O

On obtient alors la décomposition recherchée des parties non-quantifiées.

Proposition 5.20
Toute partie non-quantifiée peut se décomposer en une union finie de parties non-quantifiées
de la forme A\S ot A est une partie affine irréductible et S une partie semi-affine vérifiant

AgS.

Démonstration :

Il existe une suite (A4;)1<i<n de parties affines de N et une suite (5;)1<i<n de parties
semi-affines de N telles que X = Ulgign A;\S;. La proposition 5.18 montre que chaque
A; peut se décomposer en une union finie de parties affines irréductibles de N™. On peut
donc supposer que les parties affines A; sont irréductibles. Remarquons enfin que si A; C S;
alors A;\S; = 0. On peut donc aussi supposer que A; Z S;. [l
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Couverture d’'un automate binaire non-quantifié

On montre dans cette sous-section qu’en modifiant simplement I’ensemble des états
finaux d’un automate binaire non ambigu représentant une partie X non-quantifiée, on
obtient une représentation de saffym (X).

Définition 5.21
Pour tout automate binaire non ambigu A, on note Ay 'automate binaire obtenu a partie

de A en remplagant I'ensemble de ces états finaux par Fy = {q € Q; 0 € cov(A),} ou
cov(A) est la couverture semi-affine de A.

Dans le cas général ou aucune hypothése n’est faite sur la partie X représenté par
lautomate binaire non ambigu A, la proposition 5.22 montre que la partie représentée par
l'automate Ay est incluse dans saffym (X).

Proposition 5.22
Pour toute partie X représentée par un automate binaire non ambigu A, on a :

L(Ao)) C pp (saffren (X))

Démonstration :

Considérons un mot o € £(Ag) et montrons que o € p;!(saffym (X)). On note go = ¢
un chemin acceptant o dans Ag. Par définition de Ay, on a 0 € cov(A)y. Comme cov(A)
est une couverture, on a donc cov(A), C 7, (cov(A)g). Ainsi, pp (o) € cov(A)y,. Les
lemmes 4.53 et 4.58 montrent que cov(A)y, = saffym (pm(L(Ag))) = saffym (X). On a
ainsi prouvé que o € p;.!(saffym (X)). O

Comme le montre le lemme 5.23, on n’a pas ’égalité en général.

Lemme 5.23
Il existe un automate binaire non ambigu A représentant une partie X C N™ tel que

L(Ao) # pp,' (saffym (X)),

Démonstration :

On se place dans le cas m = 1 et r = 2 et considére la partie X = {2% i > 0}. Etudions
les résidus de X. On ay ' (X) = X, v, H(X) = {0}. De plus 7, ' ({0}) = 0 et v, 1({0}) = 0.
Ainsi, 'ensemble Q(X) des états de 'automate A(X) est égal a Q(X) = {X,{0},0}. Les
lemmes 4.53 et 4.58 montrent que pour tout ¢ € Q(X), on a cov(A(X)), = saffym (¢). Ainsi,
de saffym (X) = Q, saffym ({0}) = {0} et saffym (0) = 0, on déduit £(Ag) = {0} U X #
prL(saffym (X)) = Q. O

Cependant, on va montrer que si 'automate binaire A représente une partie non-
quantifiée X, alors Ap est un automate binaire non ambigu représentant saffym (X). Pour
cela, on commence par montrer que la classe des parties non-quantifiées est stable par
résidu et que les fonctions v, L et saffym commutent pour toute partie non-quantifiée X.
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Proposition 5.24
La classe des parties non-quantifiées de N est stable par résidu.

Démonstration :

D’aprés la proposition 5.20, il suffit de montrer que le résidu d’une partie X = A\S
ol A est une partie affine de N et S est une partie semi-affine de N™, est non-quantifié.
Or le résidu de X par un mot o est égal a v, 1(X) =7, 1(4)\v,1(S). Comme la classe des
parties semi-affines est stable par résidu, la partie v, !(X) est non-quantifiée. O

Proposition 5.25
Pour toute partie non-quantifiée X C N et pour tout b € ¥,., on a :

7 (saffyn (X)) = saffyn (7, (X))

Démonstration :

La proposition 5.20 montre qu’il suffit de prouver la proposition pour X = A\S ou A
est une partie affine irréductible de N et S une partie semi-affine de N telles que A  S.
Remarquons que 7, ' (X) = v, '(4A)\v; 1(5).

Montrons que 7, L(A) est irréductible et que Yy 1(A) ¢ Yy 1(S). Le lemme 3.13 appli-
qué a la fonction affine \; ', montre que saff(y, '(4)) = Ay(saff(A)) et saff(v, '(S)) =
A, ! (saff(S)). En particulier, cela prouve que v, *(A) est irréductible. Supposons par 'ab-
surde que 7, '(A) C 7, 1(S). En prenant l'enveloppe semi-affine de cette inclusion, on
obtient saff(vy, *(A4)) C saff(y, '(S)). Ainsi, on ), ' (saff(4)) C A, (saff(S)). Comme ),
est surjective, on a alors saff(A) C saff(S). D’ou A C S. On obtient alors une contradic-
tion. Cela prouve que v, *(A) Z v, ().

Le lemme 5.19 montre alors que saffym (X) = A et saffym (fyb_l(X)) = ’yb_l(A). De ces
deux égalités, on déduit v, ' (saffym (X)) = saffym (v, 1 (X)). O

On peut alors démontrer 'inclusion manquante.

Proposition 5.26
Pour toute partie non-quantifiée X C N™ représentée par un automate binaire non ambigu
A, ona:

L(Ao)) 2 pp (saffren (X))

Démonstration :
Considérons un mot o € p,(saffym (X)) et montrons que o € L£(Ap). De v, (

ﬁ)) €
saffym (X) on déduit = 75 L(saffym (X)). La proposition 5.25 prouve alors que 0 e
saffym (75, 1(X)). Comme l'automate A est complet, il existe un chemin gy = ¢ dans .A.
Comme de plus automate A est déterministe, on a 0~1.L(A) = L(A,). La proposition 4.35
prouve que v, 1(X) = pm(c71.L(A)). Ainsi, on a 0 € saffym (pm(L(A)q)). Des lemmes
4.53 et 4.58, on déduit saffym (pn,(L£(A)q)) = cov(A)g. On a ainsi prouvé que o € L(A').
(I

En appliquant les propositions 5.22 et 5.26, on montre alors que Ag est bien "automate
correspondant a ’enveloppe semi-affine.
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Théoréme 5.27
Soit A un automate binaire non ambigu représentant une partie X C N™ non-quantifiée.
L’automate Ag est un automate binaire non ambigu représentant saffym (X).

N

Pour construire 'automate Ay, il suffit de savoir décider 'appartenance 0 € cov(A),.
En modifiant l'algorithme de construction de la couverture semi-affine en algorithme de
decison, on prouve que 1’on peut décider ce probléme en temps NP.

Probléme ouvert 5.28 _
Trouver la complexité du probléme de decision 0 € cov(A), pour un état ¢ d’un automate
binaire canonique A.

Caractérisation des parties non-quantifiées

Dans cette sous-section, on caractérise algorithmiquement les automates binaires non
ambigus représentant des parties non-quantifiées. En remarquant que X est une partie
non-quantifiée si et seulement si la différence entre ’enveloppe semi-affine saffym (X) et X
est une partie non-quantifiée, on déduit une caractérisation des parties non-quantifiées par
sur-approximation de plus en plus fine. En itérant cette technique a la limite, on introduit
la notion de noyau d'une partie X et on montre que ce noyau est vide si et seulement si
X est non-quantifiée.

Définition 5.29
Pour toute partie X C N™, on note 6(X) = saffym (X)\X.

Comme la suite de parties semi-affines (saffym (0°(X));>0) est décroissante, elle devient
alors stationnaire. Le semi-affine que 1'on obtient a la limite est appelé le noyau.

Définition 5.30
Le noyau d’une partie X de N est le semi-affine noté ker(X) et défini par :

ker(X) = () saffym (6°(X))

i>0

Critére algébrique

On montre que le noyau d’une partie X est vide si et seulement si X est non-quantifié.

Lemme 5.31
Pour toute partie X C N il existe un entier ig > 0 tel que ker(X) = saffym (6% (X)).

Démonstration :

Remarquons que pour toute partie X C N, la proposition 3.6 prouve 'existence d’un
entier ip > 0 tel que ker(X) = (Noc; <y, saffym (07(X)). Comme la suite (saffym (6°(X)))izo0
est une suite décroissante, on a bien ker(X) = saffym (60 (X)). O
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Proposition 5.32
Pour toute partie X CN™ on a :

X est non ambigu si et seulement si §(X) est non ambigu.

Démonstration :

Remarquons que si X est non ambigu alors §(X) = saffym (X)\X est non ambigu.
Réciproquement, supposons §(X) non ambigu. Comme X = saffym (X)\d(X), la partie X
est non ambigue. O

Pour montrer que les composantes affines de saff (§(X)) sont strictement incluses dans
les composantes affines de saff(X), on prouve le lemme 5.33 suivant.

Lemme 5.33
Soit X C N™ une partie non-quantifiée. On a alors

comp(saff (X)) N comp(saff (§(X))) =0

Démonstration :

La proposition 5.20 prouve qu'il existe une suite (A4;)1<i<n de parties affines irréduc-
tibles de N et une suite (.S;)1<i<n de parties semi-affines de N vérifiant A; Z S; et telles
que X = {J;¢;<,, Ai\Si- Le lemme 5.19 montre alors que saffym (X) = U;¢;,, 4i- On a
donc :

sx)={ U 4\ U 4ans;

1<i<n 1<j<n

= J ) (A\4)uins)))

1<i<n 1<j<n

=J U () (4\4)) ((4inS))

1<i<n JC{1,....,n} \Jj€J Jj¢J

Supposons par l’absurde l'existence d'un espace affine A dans comp(saff(X)) et dans
comp(saff(0(X))). Comme A C saff(X), le lemme 3.16 montre qu'il existe un entier
i€ {1,...,n} tel que A C saff(A;). Comme A est une composante, on a alors 1’égalité
A= saﬁ(A )- De plus, comme A C saff(6(X)), le lemme 3.16 montre qu’il existe un entier
i € {1,...,m} et une partie J C {1,...,n} tels que A C saffym ((;c;(Air\A;) ;g7 (A N
S;)). On a alors A C Ay. Comme A est une composante, on a l'égalité A = A;. On
sépare la preuve en deux cas : i € J et ¢ ¢ J. Considérons le cas ¢ € J. On a alors
A C saffym (A;/\A;) = 0. Comme A est non vide on a donc une contradiction. Considérons
enfin le cas ¢ € J. On a alors 4; = A C S; et on a une contradiction. O

On prouve alors la caractérisation suivante des parties non-quantifiée.

Théoréme 5.34
Une partie est non-quantifiée si et seulement si son noyau est vide.



5.2.3.2

Les parties non-quantifiées de N 83

Démonstration :

Considérons une partie X C N™. Supposons que ker(X) = () et montrons que X est
non-quantifié. Le lemme 5.31 prouve qu'’il existe ig > 0 tel que ker(X) = saffym (60 (X)). On
a ainsi 0% (X) = (). Comme {) est non-quantifié, la proposition 5.32 montre alors que X est
non-quantifiée. Réciproquement, supposons X non-quantifiée et montrons que ker(X) =
(). D’aprés le lemme 5.31, il existe un entier ig > 0 tel que ker(X) = saffym (6 (X)).
Considérons Y = §%(X). Le lemme 5.32 montre que Y est non-quantifiée. De plus, on a
saffym (V) = ker(X) C saffym (0(Y)) C saffym (Y). On a done saffym (V) = saffym (6(Y)).
Le lemme 5.33 montre alors que Y = (). Ainsi, on a ker(X) = (. ]

Critére algorithmique

Pour montrer que 'on peut décider un temps exponentiel si un automate binaire non
ambigu représente une partie non-quantifiée, on commence par montrer que le noyau d’une
partie X est vide si et seulement si ™1 (X) est vide. Il suffit ainsi de calculer 'automate
binaire non ambigu représentant §™*!(X) pour savoir si X est non-quantifié.

Proposition 5.35
Pour toute partie X C N™, on a ker(X) = () si et seulement si 6™ (X) = (.

Démonstration :

Remarquons que si §™1(X) = @ alors ker(X) = (. Il suffit donc de montrer que
si ker(X) = 0 alors 6™1(X) = (). Le théoréme 5.34 prouve que X est non-quantifié.
Montrons par récurrence que la dimension des composantes de saff(§°(X)) est bornée par
m —i pour i < m-+ 1. Pour i = 0 la récurrence est immédiate. Supposons donc 'hypothése
de récurrence vraie pour i < m et considérons une composante A de saff (§1(X)). Comme
saff (51 (X)) C saff(§7(X)), la proposition 3.16 prouve qu'il existe une composante A’ de
saff(0°(X)) telle que A C A’. Le lemme 5.33 montre que A # A’. Ainsi, dim(A) < dim(A4’).
Or par hypothése de récurrence, on a dim(A’) < m — 4. On a donc prouvé la récurrence.
En particulier, on a prouvé que 6™(X) = (. O

Pour construire un automate binaire non ambigu représentant §(X) étant donné un
automate binaire non ambigu A représentant X, I'idée est de considérer ’automate binaire
non ambigu Ay défini dans la sous-section précédente et de montrer que cet automate
représente bien une partie semi-affine. En effet, si ce n’est pas le cas, le théoréme 5.27
prouve que X n’est pas non-quantifié. Pour réaliser ce teste, on utilisera la proposition
5.36 suivante.

Proposition 5.36
Pour toute partie affine de X de N représentée par un espace affine A de Q™, on peut
construire en temps polynomial une formule non-quantifiée ¢x représentant X.

Démonstration :
Notons p(A) = (a, M) la représentation canonique de I'espace affine A. Rappelons que
IT4(z) = M.x + a est la projection orthogonale sur A. Ainsi, x € A si et seulement si
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Algorithme 2 Décide si un UBA A représente une partie non-quantifiée.

1: entrée : Un automate binaire non ambigu A = (Q, %,, A, {q}, F).
2: sortie : “non-quantifié” si p,,(L£(A)) est non-quantifiée et “quantifié” sinon.
3:

4: 10

5: repéter

6: si(i=m+1) alors

7: si L(A) # 0 alors

8: renvoyer “quantifié”

9 sinon

10: renvoyer ‘non-quantifié”

11:  Soit cov(A) la couverture semi-affine de A

122 Fy«— {q€Q; 0 € cov(A)g}

13: Ag — (Q,ET,A, {qO},F())

14:  Soit C l'ensemble des composantes de saff (p,,(L(A))).

15:  pour chaque espace affine A € C faire

16: Soit A4 l'automate binaire canonique représentant A N N™
17: si L(Aa) € L(Ap) alors
18: renvoyer “‘quantifié”

19:  F « Fy)\F

20 A (Q, %, A, {q}, F)
21:  d«—i+1

22: jusqu’a vral
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Ma(z) =x. De X = ANN™, on déduit X = {x € N"; M.x = v+ (Ma — a)}. Ainsi, la
formule non-quantifiée ¢x suivante représente X.

ox(x):= /\(Z Mj;.xi=xz;+ (M.a —a)j)
j=1 i=1

]

On peut alors caractériser les automates binaires non ambigus représentant des parties
non-quantifiées.

Théoréme 5.37
On sait décider en temps exponentiel, si une partie X C N, représentée par un automate
binaire non ambigu, est non-quantifiée.

Démonstration :

On note X la partie représentée par I'automate binaire non ambigu A a la ligne 1. On
note A’ automate binaire A & la ligne 6 en fonction de la variable i € N. De méme, on
note A) I'automate binaire Ag a la ligne 14.

Commencons par montrer la complexité exponentielle de ’algorithme. Le corollaire
4.80 montre que la couverture semi-affine cov(A) est calculable en temps exponentiel.
Remarquons de plus que I'ensemble C des composantes de saff(X) est calculable en temps
exponentiel par le théoréme 4.79 et que chaque composante A € C a une taille polynomiale.
Ainsi, en temps exponentiel on peut donc calculer par la proposition 5.36 et le théoréme 5.8
pour chaque A € C, 'automate binaire canonique A4 représentant A N N™. On peut ainsi
tester en temps quadratique l'inclusion £(A4) C £L(Ap). On a donc prouvé que 'algorithme
terminait en temps exponentiel.

Montrons par récurrence que pour tout i € N, on a L(A%) = p,,1(§°(X)). Pour i = 0, la
propriété est vérifiée. Supposons donc la propriété vérifiée pour un i €2 0 et montrons que
si l'algorithme arrive & incrémenter la variable i alors on a L(A}) = p,,!(saffym (§4(X))).
La proposition 5.22 montre I'inclusion £(A}) C p,! (saffym (6°(X))). Prouvons l'inclusion
réciproque. Comme la condition de la ligne 17 n’est jamais vérifiée, on a pour toute com-
posante A de saff(6'(X)), p,,t(ANN™) C L(AY). Ainsi, on a bien p,!(saffym (§°(X))) C
L(A). On a donc prouvé que L(A}) = p;(saffym (6°(X))). Par définition de AL, on
a LAY = pL(saffym (6°( X))\ ;. (saffym (69)(X)) = p,t(67H1(X)). La récurrence est
donc prouvée.

Supposons alors que X est non-quantifiée et montrons que 'algorithme termine avec la
réponse “non-quantifi¢”. Comme X est non-quantifié, la proposition 5.32 montre que pour
tout 7 > 0, la partie 6°(X) est non-quantifiée. Ainsi, d’aprés le théoréme 5.27, I'automate

b veérifie L(AY) = pp,t(saffym (pm(L£(AY)))). La condition de la ligne 17 n’est donc jamais
vérifide. De plus, a la ligne 6, quand i = m+1, on a L(A™!) = p (6™ (X)) = 0 d’aprés
la proposition 5.35. L’algorithme termine donc en renvoyant “non-quantifié”.

Réciproquement, supposons que I'algorithme termine avec la réponse “non-quantifié”.
Dans ce cas, quand i = m+1, on a L(A™H) = (. Ainsi, on a 6™(X) = (). La proposition
5.35 prouve que ker(X) = () et le théoréme 5.27 montre que X est non-quantifié. ]
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Remarque 5.38

La complexité exponentielle en temps du probléme de décision prouvée dans le théoréme
précédent n’est pas optimale. En effet, en modifiant I'algorithme 2, on peut montrer que ce
probléme peut étre décidé par un algorithme déterministe en temps polynomial appelant
un oracle NP un nombre logarithmique de fois [Got95]. Ainsi, ce probléme de décision ne
peut pas étre EXPTIME-complet.

Probléme ouvert 5.39
Trouver la complexité pour décider si un automate binaire non ambigu représente une
partie non-quantifiée.

De I'automate a la formule

On montre dans cette section comment calculer a partir d’'un automate binaire non
ambigu représentant une partie non-quantifiée X, une formule non-quantifiée ¢ dont X
est 'ensemble des solutions. On montre qu’en temps exponentiel, une telle formule est
calculable. Cela montre en particulier une réciproque au théoréme 5.8.

Théoréme 5.40

Soit X C N™ une partie non-quantifiée. Il existe une formule non-quantifiée représentant
X qui a une taille bornée exponentiellement par la taille de tout automate binaire non
ambigu représentant X . De plus, une telle formule est calculable a partir d’un tel automate
en temps exponentiel en la taille de celui ci.

Démonstration :

On commence par montrer que pour toute partie non-quantifiée X représentée par
un automate binaire non ambigu A = (Q,%,, A, {q}, F), on peut calculer en temps ex-
ponentiel un automate binaire non ambigu A’ de méme taille représentant 6(X). D’apreés
le corollaire 4.80, la couverture semi-affine cov(A) est calculable en temps exponentiel.
Ainsi, Pautomate binaire Ay = (Q, X, A, {qo}, Fp) est calculable en temps exponentiel. Le
théoréme 5.27 prouve que 'automate Ag est un automate binaire non ambigu représentant
saffym (X). Considérons alors 'automate A" = (Q, %, A, {qo}, F') avec F/ = Fy\F. On a
alors L(A") = L(Ag)\L(A). Ainsi, L(A") = p,,,} (saffyym (X)\X) = p;, (5(X)).

Construisons ainsi en temps exponentiel la suite d’automates binaires non ambigus
(AN o<i<m tels que L(AY) = p,}(6°(X)). Calculons en temps exponentiel ensemble C;
des composantes affine de saff(6°(X)) en utilisant le théoréme 4.79 appliqué & automate
binaire A’. Pour chaque espace affine A dans CoU- - - UC,y,, on construit une formule affine
¢4 de taille polynomial en A représentant A NN en utilisant la proposition 5.36. On note
alors ¢; la formule semi-affine définie par :

¢i=\/ ¢a
A€eC;

On considére alors la suite (1;)o<i<m de formules non-quantifiées définie par la récurrence
Ym = ¢Gm et Yi—1 = ¢; A ~(1);). Montrons par récurrence que [¢;] = §*(X). Pour i = m
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la récurrence est vérifite. Supposons donc que [t;] = 6°(X) pour un i > 1 et montrons
que [i-1] = 61(X). On a [t 1] = [6i]\ [ = saffun (F(X)NF(X) = 61 (X). La
récurrence est donc prouvée.

En particulier, on a [¢p] = X et comme la formule 1y est non-quantifiée et bornée
exponentiellement en la taille de A, on a prouvé le théoréme. [l

Comme le montre le lemme 5.41, cette taille exponentielle de la formule non-quantifiée
ne peut pas étre évitée en général.

Lemme 5.41

II existe une suite d’automates binaires non ambigus (Ay)n>0 représentant une suite de
parties non-quantifiées (X,,)n>0 telle que le nombre d’états de A,, est égal a n + 2 alors
que la plus petite formule non-quantifiée représentant X, a une taille supérieure a 2".

Démonstration :
On se place dans le cas m = 1 et r = 2 et on note A,, 'automate binaire canonique
représentant X, = {0,...,2" — 1}. Pour montrer que le nombre d’états de A,, est égal a

n+2, on commence par étudier les résidus par un bit b de I’ensemble X,,. Pour n > 1, on
avy, (X,)={(z-1b)/20<2<2" -1} NN =X, 1. Pour n =0, on a v, (Xp) = Xp
et v, *(Xo) = 0. L'ensemble des résidus de X, est donc égal a {X;; 0 < i < n} U {0}.
L’automate A, & donc n + 2 états. Remarquons que X,, est non-quantifiéce. Considérons
alors une formule ¢, (x) non-quantifiée représentant X,, et montrons que la taille de ¢,, est
supérieur a 2". On note C' 'ensemble des constantes ¢ apparaissant dans des termes x#c
de la formule ¢,,. Supposons qu’il existe i € X,, tel que ¢ ¢ C. Considérons alors un entier
i" ¢ (C'U X,). Comme un terme x#c est vrai en i si et seulement s’il est vrai en ¢/, cela
montre que i € [¢,] = X, si et seulement si i’ € [¢,] = X,,. Comme i € X,, et i’ & X,,,
on a donc une contradiction. Ainsi, la taille de ¢,, est supérieur a 2. O
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CHAPITRE 6

Les systémes a compteurs

Dans ce chapitre, on introduit différentes classes de systémes a compteurs.

Définition 6.1
Un systéme (de transitions étiquetées) S est un tuple S = (E, %, (%)4ex) tel que E est un

ensemble non vide d’états, ¥ est un ensemble fini d’actions et — est une relation binaire
sur ¥ pour chaque action a € X.

Pour un systéme S, nous aurons besoin des définitions suivantes :

)
Pinverse de S est le systéme S~ = (E, %, (% aex).
a

la relation d’accessibilité en une étape est la relation binaire Rg = (J 5 —-
la relation d’accessibilité R est la fermeture réflexive et transitive de Rs.
I’ensemble des prédécesseurs en une étape d’une partie X’ C FE est la partie notée
Preg(X') = {z € E; 32/ € X'; 2Rga'}.

I'ensemble des prédécesseurs d’une partie X’ C E est la partie notée Preg(X') =
{z e E; 32/ € X'; 2R’}

I’ensemble des successeurs en une étape d’une partie X C FE est la partie notée
Postg(X) = {2/ € E; 3z € X; 2Rga'}.

I'ensemble des successeurs d'une partie X C E est la partie notée Post3(X) = {2’ €
E; 3z € X; aR5a'}.

Définition 6.2
Un systéme a m > 0 compteurs S est un systéme tel que £ = N™.

Les systémes a compteurs que 'on va manipuler seront tous déterministes, sauf ceux
étudiés briévement dans le chapitre 7.

Définition 6.3
Un systéme S est déterministe si pour tout x € E et pour tout a € 3, il existe au plus un

2’ € E tel que z = z'.
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Pour avoir une description finie d’un systéme & compteurs, on va supposer que chaque
relation de transition est représentable par un UBA ; la représentation par UBA d’une
relation est étudiée dans la section 6.1. Cette représentation nous permet de définir la classe
des systémes a compteurs effectifs dans la section 6.2. En remarquant que les systémes a
compteurs effectifs et déterministes sont, en pratique, définis par des fonctions affines, on
introduit naturellement dans la section 6.3 la classe des systémes & compteurs affines et
plus particuliérement la classe des systémes a compteurs a monoide fini. Enfin, dans la
section 6.4 on montre que la classe des systémes & compteurs a monoide fini, contient
les automates a compteurs, les réseaux de Petri, les systémes broadcast généralisés et les

VASS.

Représentation d’une relation par un UBA

En remarquant qu’une relation sur N™ n’est qu'une partie de N, on définit naturel-
lement la notion de représentation d’une relation par un UBA.

Définition 6.4
Un UBA A représente une relation R sur N™ si :

'C(A) = pQ_r}L({(mhx,bx%xév o :xrmx;n); (x,ac') € R})

Naturellement, 'UBA minimal représentant une relation R est noté A(R).

On a “entrelacé” les variables “primées et non primées’ dans la précédente définition

pour que :

— la relation d’identité soit représentable par un UBA avec seulement r + 2 états et
plus généralement pour que les variables qui ne “sont pas modifiées” par une relation
ne fassent pas exploser la taille de 'UBA.

— les tailles des UBA A(R) et A(R ™) soient comparables & un facteur constant prés.

Proposition 6.5
Il existe un UBA A, a r + 2 états tel que pour tout m > 1, la relation identité I, est
représentée par 'UBA A,.

Démonstration :
Il suffit de remarquer que I, est représentée par 'UBA A, = (Q, %, 6, {qo}, F) défini
pour tout b, b’ € X, par :

Q =1{q0,q1,P0;s -+ Pr—1}

(g0, b) = py

6(qL,0) =qu

d(pe,b) = qo b="b
S(py, b) = qu b# b
F = {q0,po}
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Pour prouver que la taille des UBA A(R) et A(R!) sont comparables, on commence
par établir le lemme suivant.

Lemme 6.6
Soient (b;)i1<i<n €t (b))i1<i<n deux suites de ¥,. On note = et 2’ les vecteurs de N définis
par & = pp(by...by) et @' = pp(by...0)). On a :

p2m (b1 .. bpbl) = (21,2, . .. T, Thy)

Démonstration :
Par définition de p,, et pom. O

Proposition 6.7
Soit ‘R une relation sur N™. La relation R est représentable par un UBA si et seulement
si R™! est représentable par un UBA. De plus, dans ce cas, on a :

taille(A(R ™)) < (r + 1).taille(A(R))

Démonstration :

On note Xr = {(x1,2},...,2m,2},); (z,2') € R}. On note de méme Xp-1. Consi-
dérons 'UBA minimal A = A(R) = (@, %,,9,{q}, F) représentant Xr. Notons A" =
(QUQE XX, %, 8, {q}, F') Vautomate binaire défini par

F'=FUF x {0}
§'(q,b) = (q,b) pour tout (¢,b) € Q x X,
6'((q,b),0") = d(q,b'b) pour tout ((¢,b),0') € (Q x X;) x X,

Par construction A’ est un automate binaire déterministe et complet.

Montrons que A’ représente X 1. Considérons o € L(.A’). On commence par supposer
que o est un mot de longueur paire. Il existe deux suites (b;)1<i<n €t (0))1<i<n de X, telles
que o = b} ...byb,,. On a alors bjby...bb, € L(A). Ainsi d’aprés le lemme 6.6, on
a pam(0) € Xr-1. On a donc prouvé 'inclusion po,(L(A")) € Xr-1. Considérons alors
le cas ou o est de longueur impaire. Comme §'(qp,0) € FUF x {0} et que o est de
longueur impaire, on a §(qo, o) € F x {0}. Ainsi, il existe un mot ¢’ € ¥ tel que o = ¢/0.
D’apres le cas précédent, comme o est un mot de longueur paire, on a pop,(0’) € Xp-1.
Comme po, (o) = pam(c’), on a prouvé que pay,(c) € Xg-1. On a done prouvé l'inclusion
pam(L(A")) C Xp-1. Réciproquement, considérons y € Xpr-1. Il existe alors o € X tel
que pam(o) = y. Comme poy,(00) = pon(0), on peut supposer que o est de longueur
paire. Il existe ainsi deux suites (b;)1<i<n et (b)) i<i<n de X, telles que o = bib] ... byb),.
Comme po,(0) € Xp-1, le lemme 6.6 montre que po,,(bjb1 ...0'nb,) € Xr. Comme A
est un automate binaire non ambigu représentant X, on a bjby...bl b, € L(A). Par
construction de A’, on a 0 € L(A’). On a donc prouvé l'inclusion X1 C pop (L(A)).
L’automate A’ représente ainsi Xz -1.

D’aprés le lemme 4.39, en modifiant I’ensemble des états finaux de I'automate A’, on
obtient un automate binaire non ambigu A~! représentant le méme ensemble que A.

O
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Les systémes a compteurs effectifs

Pour avoir une description finie des systémes & compteurs adaptée a des calculs d’en-
semble d’états accessibles représentables par des UBA, on considére la classe des systémes
a compteurs dont chaque relation de transition est UBA-représentable.

Définition 6.8

Un systéme a compteurs effectif est un tuple (S, (Aq)qecx) tel que que S est un systéme a
a

compteurs et A, = A(—).

Comme 'UBA minimal A, est uniquement déterminé par —, on notera sans ambiguité S
le systéme & compteurs effectif (.9, (Ag)qes)

Définition 6.9
La taille d’'un systéme & compteurs effectif S est taille(S) = 3, s taille(A()).

Les systémes a compteurs affines

Dans la pratique, les transitions d’un systéme & compteurs effectif et déterministe sont
des fonctions affines.

Remarque 6.10
1l faudrait voir si une fonction UBA-représentable n’est pas une “union finie de fonctions
affines”.

Comme une fonction affine peut s’écrire de plusieurs maniéres différentes, on va devoir
“décorer” les fonctions affines.

Une fonction affine décorée est un tuple (f, M, v) tel que f est une fonction affine définie
sur une partie D vérifiant f(x) = M.z + v pour tout = € D.

La composée (f1, M1,v1) o (fao, My, va) de deux fonctions affines décorées (f1, My, v1)
et (f2, Ma,v2) est la fonction affine décorée (f1 o fa, My.Ma, Mi.va + v1).

Un systéme & compteurs affine décoré est un tuple (.S, (Mg, vg)aex) tel que (fa, M, vq)
est une fonction affine décorée pour tout a € 3.

Pour un tel systéme et suite d’actions ay, ..., a, de ¥ on note (fa, . .a,s Ma,...ansVay...an)
la fonction affine décorée définie par

(fal...an7 Mal.‘.anv /Uzzl‘..an) = (fan7 M(Zymvan) QO:+++0 (fa17Mll17val)

Le domaine de définition de f,, 4, est noté Dy, 4, -

Définition 6.11
Le monoide engendré multiplicativement par les matrices carrées {M,; a € ¥} d’un sys-
téme a compteurs affine décoré S est noté Mg = {M,; o € ¥*}.

Quand le contexte le permet, un systéme affine décoré (S, (Mg, v4)aex) est noté S et
appelé simplement systéme a compteurs.
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Définition 6.12
Un systéme a compteurs affine décoré S est a monoide fini si Mg est fini.

Expliquons pourquoi la suite (M,)qex est donnée explicitement. Rappelons que 1'on
peut décider la finitude du sous-monoide engendré par une suite finie de matrices (Mg )qen
dans M, (Q) ([MS77], [Jac78]). De plus, dans le cas ot les coefficients des matrices M, sont
dans N, ce probleme est décidable en temps exponentiel. Cependant, décider si pour un
systéme a compteurs affine S, il existe une suite de matrices (M, )qex telle que (S, (Mg)aex)
est & monoide fini est un probléme difficile car la suite (M,)q.ex n’est pas unique lorsqu’il
existe a € ¥ telle que 'enveloppe affine aff(D,) n’est pas égale a tout Q™.

Réseaux de Petri et automates a compteurs

On montre dans cette section que la classe des systémes & compteurs effectifs & monoide
fini est une classe de systémes & compteurs contenant les réseaux de Petri Reset/Transfert
([Cia94] [DFS98]), les systémes broadcasts généralisés ([EN98]|, [Del00a], [Del01], [Del00b]),
les automates a compteurs, et les VASS ([FS00a], [BM99|, [HP79| [HRHYS86]).

Les réseaux de Petri Reset/Transfert et les systémes broadcasts

On rappelle quelques extensions des réseaux de Petri (on trouvera dans [Cia94| d’autres
extensions).

Définition 6.13

Un réseau de Petri S est un systéme a compteurs affine tel que pour tout a € ¥, il existe
deux vecteurs ug,u,, € N tels que D, = {x € N™; © > u,} et fo(z) = x — uy + ul, pour
tout x € D,.

Remarquons que le monoide Mg d’un réseau de Petri S est fini car il ne contient que
la matrice identité : Mg = {I}. Les matrices carrées utilisées pour étendre la classe des
réseaux de Petri, sont des “reset/transfert”.

Définition 6.14 ([EN98|)

Une matrice M € M,,(Q) est dite reset/transfert si pour tout i € {1,...,m}, soit M.e; =0
(ce qui correspond a mettre a zéro (reset) le compteur i), soit il existe ' € {1,...,m} tel
que M.e; = ey (ce qui corresponds a transférer le contenu du compteur i vers le compteur

i),

Comme la classe des matrices reset/transfert est stable par multiplication, c’est un sous-
monoide fini de M,,(Q). Ainsi, en utilisant ces matrices pour définir les transitions affines
d’un systéme a compteurs S, on est sir que le monoide Mg sera fini.

Les réseaux de Petri reset/transfert et les systémes broadcasts généralisés définis ci-
dessous sont ainsi des systémes a compteurs & monoide fini.

Définition 6.15
Un réseau de Petri reset/transfert, est un systéme a compteurs affine tel que pour tout



96 Les systémes a compteurs

a € X, il existe une matrice reset/transfert M,, deux vecteurs uq,u,, € N™ tels que D, =
{x e N"; & > uu} et folx) = My.(x — ug) + ul, pour tout x € D,.

Définition 6.16

Un systéme broadcast généralisé S, est un systéme a compteurs affine tel que pour tout
a € %, le domaine de définition D, est intervalle-définissable et il existe une matrice
reset /transfert M, et un vecteur v, € Z™ tels que pour tout x € D,, on a fo(z) = My.x+v,.

Les automates a a compteurs

On montre dans cette sous section que les systémes a compteurs munis d'une “structure
de controle”, comme les automates a compteurs et les VASS, sont en fait des systémes a
compteurs dont un des compteurs est borné (ce compteur borné servant naturellement
d’état de controle).

Définition 6.17
Un automate a compteurs S est un systéme tel qu’il existe :
— un ensemble fini ) d’états de controle,
— un ensemble fini ¥ d’actions,
— une fonction de transition 6 : QQ X X — @,
— un domaine de définition D, intervalle-définissable pour chaque a € 3, et
un vecteur v, € Z™ pour chaque a € 3.
tels que E = QxN™ et (q,x) % (¢, ') si et seulement si ¢’ = 6(q,a), x € Dy et 2’ = z+v,.

Un VASS est un cas particulier d’automate a compteurs.

Définition 6.18
Un VASS (Vector Addition System with States) S est un automate a compteurs tel que
D, ={z e N"; x +v, > 0} pour tout a € X.

La définition suivante montre comment associer un systéme & compteurs a un automate
a compteurs.

Définition 6.19
Le systéme a compteurs associé a un automate a compteurs S, dont I'ensemble des états

est Q ={0,...,card(Q) — 1} est ordoné, est défini par S' = (Q x N™, 2, (%) ,ex).

Remarquons le lien immeédiat entre les relations d’accessibilité de S et S’.



CHAPITRE 7

Accessibilité symbolique

Dans ce chapitre on étudie la taille asymptotique de 'automate binaire non ambigu
minimal représentant 1’ensemble des prédécesseurs en k étapes a partir d'un ensemble X'
lui-méme représenté par un automate binaire.

La vérification d’un systéme infini, se réduit souvent & un calcul d’ensemble d’états
accessibles |[BFLP03|. Pour cela, on doit pouvoir calculer la limite d'une des deux suites
croissantes Preék(X ") ou Post?k(X ). Rappelons que dans la pratique, la suite Post?k(X )
est strictement croissante. Ainsi, pour calculer la limite de cette suite, différentes tech-
niques ont été développée, comme I'abstraction (introduction du chapitre 4), 'accélération
(chapitres 9 et 10), ou les invariants (chapitre 8, [DRVO01]).

Dans le cadre des systémes bien structurés [FS01, FMP99, FPS00, FPS03], la suite
Pre?k(X ') est stationnaire lorsque X' est “clos par le haut” [AJ93] (les protocols broadcasts
et les réseaux de Petri reset/transfert sont des cas particuliers de tels systémes [EFM99,
BM99]). Ainsi, en calculant symboliquement les ensembles Pre§k(X "} de proche en proche,
on finira par obtenir la limite Pre§(X’) = Pre§k° (X') pour un entier ky > 0. Comme la
valeur de ko peut-étre non-élémentaire (c’est le cas pour les “lossy chanel systems” [Sch02]),
une classe simple de systémes bien structurées) alors que pourtant dans la pratique, la suite
est “rapidement” stationnaire [BB02, BB03, RV02, Del00a, Del00b, Del01], la complexité du
calcul du plus petit entier kg, ne semble pas étre une mesure intéressante de la complexité
du calcul de Pre?k(X "). Pour mieux mesurer la complexité de cet algorithme, on s’intéresse
a:

— la complexité du calcul d'une représentation de Preg(X’) en fonction d’'une repré-

sentation de X', et

— la taille asymptotique de la plus petite représentation de Pre§k(X ") en fonction de k.

Dans le cadre de la vérification des systémes a compteurs effectifs, nous utilisons natu-
rellement les automates binaires non ambigus comme représentation symbolique.

Dans ce chapitre, nous prouvons que :
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~ le calcul d’un automate binaire non ambigu représentant Preg(X'’) est calculable en
temps polynomial en la taille de A(X’) pour tout systéme a compteurs S effectif et
déterministe (la taille de automate binaire non ambigu représentant Postg(X) est
en général exponentielle en la taille de A(X)).

— la taille asymptotique de A(Pre?k(X’)) est polynomiale en k pour tout systéme
a compteurs S effectif et & monoide fini et pour toute partie UBA-représentable
X'. Pour obtenir ce résultat inattendu, on a caractérisé précisément la structure de
A(PregF(X")).

— on a caractérisé les fonctions affines laissant stables par image inverse les logiques
souvent utilisées en vérification : logique de Presburger, logique des intervalles et
logique des clos par le haut. On montre que pour ces logiques, la taille asymptotique
en k de A(Pre?k(X ")) est respectivement exponentielle, polynomiale et constante.

Dans la section 7.1, on montre comment calculer en temps polynomial un automate
binaire non ambigu représentant Preg(X’) en fonction de A(X'), pour tout systéme a comp-
teurs S effectif et déterministe. Dans le cas non-déterministe, on montre qu’une explosion
exponentielle de la taille des automates est inévitable en général. La taille asymptotique
en k de Pautomate A(Pre?k(X ")), est étudiée dans la section 7.2. Enfin, on explique dans
la section 7.3, pourquoi I’étude de la taille asymptotique de A(Post?k(X ")) n’est pas faite
dans cette thése.

Calcul de Preg(X’) et Postg(X)

Dans cette section, on prouve que pour tout systéme a compteurs effectif et détermi-
niste S, Pautomate binaire non ambigu représentant les prédécesseurs de X’ est calculable
en temps polynomial en la taille de A(X’). Par contre, la taille de ’automate binaire non
ambigu représentant les successeurs de X’ est en général exponentielle en la taille de A(X).

Rappelons que récemment, dans [BB02| et [BB03], il a été prouvé que sous les conditions
du théoréme 7.1 suivant, le calcul de A(Preg(X’)) et A(Posts(X)) peut-étre réalisé en
temps polynomial en fonction respectivement de A(X') et A(X).

Théoréme 7.1 ([BB02],[BB03])
Soit S un systéme a compteurs effectif et affine. On se place dans la base de décomposition
r = 2. On peut alors calculer :
— A(Pres(X")) en temps polynomial en fonction de A(X') si pour toute action a € X,
il existe un indice i € {1,...,m}, un vecteur a € (2.Z)™ et une constante c € Z tels
que pour tout x € Dy, on a (fu(x)); = x; pour i # i, et (fo(z))i = (o, z) + ¢ sinon.
— A(Posts(X)) en temps polynomial en fonction de A(X) si pour toute action a € X,

il existe un indice iq € {1,...,m}, un vecteur o € (2.Z+ 1) et une constante ¢ € Z
tels que pour tout x € D, on a (fo(x)); = x; pour i # i, et (fo(z))i = (o, z) + ¢
sinon.

Remarque 7.2
Remarquons que pour pouvoir appliquer le théoréme précédent au calcul de Postg(X), les
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fonctions affines f, doivent étre injectives. Ainsi le calcul de Postg(X) correspond au calcul
de Preg-1(X) pour le systéme a compteurs affine S™. Le calcul des successeurs Postg(X)
est donc un calcul des prédécesseurs “caché”.

Théoréme 7.3

Soit S un systéme a compteurs effectif. Pour tout X' C N™ représenté par un automate
binaire non ambigu A’, on peut calculer un automate binaire non ambigu A représentant
Pregs(X') en temps O(taille(A)) tel que :

(taille(A’) 4 1)t2ile(5) s S est déterministe

taille(A) < {Qtaille(.A’).taille(S) sinon

Démonstration :

Remarquons que le caractére déterministe des relations de S est le point clef de ce
résultat.

On considére un systéme a compteurs effectif S. Pour chaque a € ¥, on note A* =
A(—=q) = (Q*,2,,0%{q}}, F*). On considére un automate binaire non ambigu A’ =
(Q', 2,0, {q,}, F') représentant une partie X’ C N™. Pour chaque a € X, on pose
Xo = {z € N, 32/ € X'; © —, 2’}. On va montrer que l'on peut calculer un auto-
mate binaire non ambigu A représentant X, en temps O(A) et tel que :

) (taille(A’) 4 1)12illelA?) i S est déterministe
tallle(‘A) S {Qtaille(A/).taille(Aa)

sinon

En effet, il suffira alors de remarquer que p;,'(Pres(X’)) = U,cs, o’ (Xa) pour prouver le
théoréme.

En temps O(taille(A%)), on calcule I'ensemble des états Q9 C Q* de 'automate A*
co-accessibles & partir d’un état final de F®. Remarquons que si ¢§ ¢ Q% alors £L(A%) =0
et dans ce cas X, = (). Comme A® est P'UBA minimal représentant (), on a taille(A%) = 1.
L’ensemble X, est alors représenté par 'UBA & un état représentant (). On peut donc
supposer que ¢§ € Q4. On note 0} la restriction de §* & 'ensemble des couples (¢ ,b) €
Q4 x X, tels que 0%(¢q},b) € Q1.

Considérons Pautomate binaire A = (Q,%,,d,{qo}, F') défini par :

Q=PQ xQ1)

(g, 0) = {(d"(¢', ), 6% (¢ 0b)); (¢',q%) € ¢; V' € &1}
90 = {(0,96)}

F={qeQ; ¢gNnF' x F* £}

Un algorithme construisant ’automate A de proche en proche en partant de ’état initial
qo, ne va construire que 'ensemble des états accessibles de A. On peut donc supposer,
quitte a remplacer A par un sous-automate, que tous les états de A sont accessibles.
Remarquons que taille(A) < 2taille(A) taille(A®) ‘Nontrons que si S est déterministe alors
ensemble des états accessibles de A est borné par (taille(A) 4 1)t2ile(Aa)  Pour prouver
cette majoration, on commence par montrer que pour tout état accessible g de A et pour
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tout ¢ € QF, il existe au plus un état ¢’ € Q' tel que (¢,¢9) € ¢. Considérons donc
un état accessible ¢ € @, un état ¢¢ € Q9 et deux états ¢}, ¢5 € Q' tels que (g,q%) et

(¢5,¢%) sont dans g. Comme g est accessible, il existe une suite by, ..., b, dans X, telle que
q = 0(qo, b1 ... by). Par construction de A, comme (¢}, q%) et (g5, ) sont dans g, il existe
deux suites by ;,...b;, 1 et 0] 5,...,b;, 5 de ;. telles que :

q7 = 0%(qf, bably - - bnbly 1)

0% = 6 (q8, by - - bubly)

q1 = 0"(qo: by - D)

2 = 0'(qp; b g - - by o)

Comme ¢} € Q9, il existe un mot o € X tel que §%(¢},0) € F* Comme A® est un
automate binaire non ambigu, quitte & remplacer o par ¢0, on peut supposer que o est
un mot de longueur paire. Considérons une suite by11, b, 1, ..., by, bj, dans X, telle que
0 = bpy1b), ;... bpbj. On note 2, a et x les vecteurs de N™ définis par :

o = pm(Vy 1o Oy by g - 0))
wy = pm(blg - O oblyyy---b)
2 = pu(br ... by)

Comme b1} ;... 0ub), 1bns1b), 1 - bpb), et b1b) o bub), obpi1b], - .. bgb), sont des mots
de L(A%), le lemme 6.6 montre que x —, 7} et © —, z5,. Comme S est déterministe,
on a donc x} = x5, Les mots by ;...0;, b, ... b} et byo...b;0b, ... b} sont donc de
la méme longueur et représentent le méme vecteur de N". Le lemme 4.32 montre que
dans ce cas b} 1 ... b}, b, q ... 0 = Vo by ob), g ... b). En particulier, on a prouvé que
a1 = 0'(qp, /1,1 o %1) = (g0, /1,2 o b;ﬂ) = g

On a donc prouvé que si S est déterministe, le nombre d’états accessibles de A est
borné par (taille(A’) + 1)taille(A®),

Pour finir la preuve du théoréme, on se replace dans le cas général ou S est un systéme
a compteurs effectif non nécessairement déterministe.

On commence par montrer que A représente X,. Considérons un mot b ...b, € L(A).
Par construction de A, il existe un mot b} ... 0/, tel que bid] ...b,bl, € L(AY) et b} ..., €
L(A"). Soient & = py,(by...by) et @’ = pp(by ... 0)). D’apreés le lemme 6.6, on a x —, 2.
De plus, comme 2’ € X', on déduit x € X,. On a donc prouvé l'inclusion p,,(L(A)) C X,.
Prouvons l'inclusion inverse. Considérons x € X, . Il existe 2’ € X’ tel que x —, 2. Comme
A% est un automate binaire représentant la relation —,, il existe un mot o € L£(.A%) tel
que pam(o) = (x1, 24, ..., 2m, x,,). Comme A® est de plus non ambigu, on peut supposer,
quitte & remplacer o par 0.0, que le mot o est divisible par 2. On considére deux suites
(bi)1<i<n et (bi)1<i<n de X, telles que o = bib] ... byb,,. Notons x et 2’ les vecteurs de N™
définis par = py,(by...by) et &' = pp(b] ... b),). Par construction de I'automate A, on
aby...by, € L(A). Ainsi, € pp(L(A)). On a donc prouvé l'inclusion X, C pm(L(A)).
[’automate A représente donc X,. En modifiant 1’ensemble des états finaux de A, on
déduit du lemme 4.39 un automate binaire non ambigu représentant X,. O
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Remarque 7.4

L’algorithme de construction de Preg(X') utilisé dans la preuve du théoréme précédent
n’est autre que celui utilisé dans les outils LASH et FAsT [WB00], [Las|, [Fas|, [BFLP03]. 11
est générique car les cas S déterministe et S non déterministe sont traités de la méme fa-
¢on. Il consiste en effet a construire automate binaire non ambigu représentant {(x,z") €

Rs; ' € X'}, puis a éliminer les variables 2!, ...z} . Rappelons que le coit de I'élimi-

9y m”*
nation est exponentiel en général (voir par exemple la proposition 5.11). La complexité

polynomiale en la taille de A(X') est donc plutét surprenante.

Du théoréme 7.3 précédent, on déduit qu'un automate binaire non ambigu représentant
Postg(X) est calculable en temps exponentiel en fonction de la taille d’'un automate binaire
représentant X pour tout systéme & compteurs effectif.

Corollaire 7.5

Soit S un systéme a compteurs effectif. Pour tout X' C N™ représenté par un automate
binaire non ambigu A’, on peut calculer un automate binaire non ambigu A représentant
Posts(X') en temps O(taille(A)) tel que :

taille(A) 201 taille(A").taille(S)

Démonstration :

1l suffit en effet de considérer le systéme a compteurs S=! = (N 3, (—.1)ex) et
de remarquer que Postg(X) = Preg-1(X). La proposition 6.7 montre que taille(S~!) <
(r 4 1).taille(S) et le théoréme 7.3 prouve alors le corollaire. O

Pour montrer que sans I’hypothése “S déterministe” on obtient une complexité expo-
nentielle de A(Preg(X")), on considére 'exemple suivant.

Exemple 7.6
Soit S1 = (N%,{a}, (—4)) le systéme a compteurs effectif et non déterministe défini par
(1, 22) —q (2], 7)) si et seulement si x1 =0 et x}, = x9.

On va montrer qu'il existe une suite (X),)p>0 de parties de N? représentables par des
UBA, telle que A(Preg, (X)) a une taille exponentielle en la taille de A(X],). Pour cela,
on considére les deux langages réguliers non ambigus £,, et £] définis par :

L= (00 + 01)*01(00 + 01)"010*
£/ = (00 4 01)*11(00 + 01)"010*

Lemme 7.7
La partie X| = po(L],) vérifie :

lim,, o taille(A(X],)) = oo
taille(A(X])) < 7+ 2.n
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Figure 7.1 L’automate A3 sans 1'état ¢

Démonstration :

Comme L/, est un langage non ambigu, on a L(A(X])) = L£],. Comme les langages
(Ln)n>0 sont deux a deux distincts, on a lim,_, taille(A(X},)) = oo. Il suffit donc de
construire un automate binaire déterministe et complet avec (7 + 2.n) états reconnais-
sant le langage L] . Considérons 'automate binaire A, = (Qn, Xy, Ap, {qo}, F,) défini par
(Pautomate A3 est représenté a la figure 7.1) :

;

1
Qn={490,ahq1, 90,00} U1 {01 o1}
0 , 01 1,1 , 0
An= {90 —q — 9,90 — q — Po,q) — qL}
—1 1 0 0,1
Un—ofar < pr = pj, = prs1}
1 0o , 1 0 1 ;1 0

U{qL < pn = D), = Pnt1 = Pnt1 — Q1,0 — qL}

Fn = {QH}

Par construction £(A,) = L], et taille(A,) = card(Q,) = 7+ 2.n. O

Lemme 7.8
La partie X,, = pa(L,) vérifie :

taille(A(X,,)) > 2"

Démonstration :
Comme L,, est un langage non ambigu, on a L(A(X],)) = L,. Pour prouver le lemme,
on va montrer que I’ensemble des résidus de £,, contient au moins 27! éléments.
Considérons une suite by, ..., b, dans {0,1}. On note I = {i € {0,...,n}; b; = 1} et
or = 0bg ...0b,. Il suffit de prouver I'égalité suivante :

o7 Ly = (00 +01)*01(00 + 01)"010" |_J(00 + 01)'010*
i€l

Pour tout i € I, on a o7(00 + 01)?010* = 0bg . .. 0b;_1010b;41 . .. 0b, (00 + 01)?010* C (00 +
01)*01(00401)"010*. Ainsi, (004 01)'010* C o7 *£,,. De plus, comme o7(00+01)*01(00 +
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01)"010* € (00 + 01)*01(00 4 01)™010* = L,,, on a aussi prouver que (00 + 01)*01(00 +
01)"010* C o7 £, On a donc Vinclusion (00 +01)*01(00+01)"010* ;. , (00 +01)1010* C
al_lﬁn. Prouvons l'inclusion inverse. Soit o € al_l.ﬁn. On a oj0 € L,,. 1l existe un mot
w € (00 + 01)*, un mot w’ € (00 + 01)" un entier k& > 0 tel que o;0 = w0lw 010,
Commengons par le cas |w| > |oy|. I existe w” € (00 4+ 01)* tel que w = oyw”. Ainsi, on a
o = w"01w'010% € (00 4+ 01)*01(00 + 01)"010*. Considérons maintenant le cas |w| < |oy|.
Comme |[w0lw'| = |w|+2+2.n > 2(n+1) = |0y, il existe u,v € (00401)* tels que v’ = uv
et o7 = w0lu. De o1.0 = o7v010%, on déduit o = v010*F. Comme o7 = w0lu, on a @ el
De plus, de |v| = || — |u| = 2n — |u| et o7 = w0lu, on déduit 2(n + 1) = |w| + |u| + 2.
Donc |v| = |w|. On a prouvé que o = v010* € (00 + 01)%010* € U,e,(00 + 01)7010*.
]

Proposition 7.9
Il existe une suite (X},)n>0 de parties de N? représentables par des automates binaires telle
que :

limy, o taille(A(X]})) = oo

taille(A(Preg, (X1))) > (v/2)“eAX=2

Démonstration :

Considérons les suites (X],)n>0 et (Xp)n>0 définies par X,, = p2((00 + 01)*11(00 +
01)™010%) et X/ = p2((00 4+ 01)*01(00 + 01)"010*). Comme X,, = Preg, (X},), on déduit
des lemmes 7.7 et 7.8 la proposition. O

De la précédente proposition 7.9, on déduit un exemple de réseau de Petri reset /transfert
Sy pour lequel la taille de A(Postg, (X)) est exponentielle en taille(A(X)).

Exemple 7.10
Soit So = (N2, {a}, (—)) le réseau de Petri Reset/Transfert défini par (x1,x2) —q4 (2}, 7))
si et seulement si ) = 0 et x%, = 5.

Corollaire 7.11
II existe une suite (X,)n>0 de parties de N? représentables par des automates binaires telle
que :

lim,, .o taille(A(X,,)) = oo

taille(A(Postg, (X,))) > (v2) A=

Démonstration :
Il suffit de remarquer que Sp = Sy L et d’appliquer la proposition 7.9. O

Dans cette section, on a donc montré que dans le cas des systémes a compteurs ef-
fectifs et déterministes, le calcul de Preg(X’) est en général plus facile que le calcul de
Postg(X). C’est une propriété intéressante car pour les systémes & compteurs S utilisés
dans la pratique, la suite (Pre?k(X "Nk>o0 converge alors que la suite (Post?k(X ))k>o0 di-
verge (|JEFM99],[FMP99|,|[FS01], [BM99| [BGP99| ,|BB03], [BB02]).
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Taille asymptotique de Pre?k(X’)

Le calcul en temps polynomial de A(Preg(X’)) en fonction de A(X') est une premiére

étape vers un calcul effectif de A(Pre?k(X ’)). Cependant si & chaque itération, la taille

de lautomate A(Pre§k+1(X’)) est doublée par rapport a la taille de A(Pre?k), on obtient
une taille en k& qui se trouve étre exponentielle. Dans cette section, on va étudier la taille
asymptotique de A(Preék(X "))k>0 en fonction de k suivant deux approches :

— par une restriction globale au systéme : cas ol le monoide Mg est fini.

— par des restrictions locales au systéme : cas ot chaque fonction affine laisse stables

par image inverse les parties définissables dans une logique donnée.

Dans la pratique, on remarque que les trois logiques suivantes sont souvent utilisées
pour décrire les relations —, d’un systéme a compteurs S et la partie X’ de N™ :

— Presburger,

— clos par le haut, et

— intervalle.
Dans la sous-section 7.2.1, on prouve que pour un systéme & compteurs effectif & monoide
fini et pour une partie X’ UBA-représentable, la taille asymptotique de A(Pre?k(X ")) est
polynomiale en k. Dans les sous-sections suivantes on prouve que cette la taille asympto-
tique en k est respectivement exponentielle, constante et polynomiale pour la logique de
Presburger (sous-section 7.2.2), pour les clos par le haut (sous-section 7.2.3) et pour la
logique des intervalles (sous-section 7.2.4). Enfin, pour étre exhaustifs, on étudie dans la
sous-section 7.2.5 d’autres logiques pour lesquels A(Pre?k(X ")) reste asymptotiquement
exponentielle en k£ comme dans le cas plus général de la logique de Presburger.

Cas des systémes a compteurs a monoide fini

On montre dans cette sous-section un résultat inattendu : la taille asymptotique de
A(Pre?k(X ")) est en O(k™) quelque soit le systéme a compteurs effectif & monoide fini S
et quelque soit la partie X’ UBA-représentable.

Lemme 7.12
Soit X C N™ une partie UBA-représentable, M € M,,(Z), et o > 0 un réel. Il existe une
classe finie Cx o de parties de N™ telle que pour tout v € Z™ et pour tout w € X7, on
a:

In(1 + a. ||v]],)

“1(ar—l/v _
111(7’) == Yw (M (X U))ECX,M@

|lw| = m.

Démonstration :
Soit v € Z™\{0}. Considérons le plus petit entier k >

onak > 0. Soit w € Z;”'k

In(1+a||v]|,)

() — 1. Comme v # 0,

(X = 0)) = N7 | (00X =) )]

=1 30— b))
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Comme de plus X = J,scsmr Yo (v, (X)), on a :

Y M HX —v) = (NmmM—l (v;}(XHp(“’/)_”_M"’(w)»

T’k
w’ exk-m

Considérons la partie B = {z € Z™; ||z||,, < % 4+ m} et montrons que pour tout w’ €
ymk s w ¢ B, alors N™ N0 M~! (’y;,l(X) + w) est vide. Par

contraposition, supposons ce dernier ensemble non vide. Il existe alors y € fy;,l(X ) et
z € N™ tels que y + p(wl)_v—;M'p(w) = M.z. En particulier w e zm

montrer que z € B, il suffit de donner la majoration suivante :

Hp(w’) —v— M.p(w) F1)+ é.(rk+1 — 1) +m.||M||.(r*=1)
T'k T'k

. Pour

<"
o0

.

<1~ m Ml

Considérons la partie Up; , € Q(X) x B définie par :

Uqlf;,v = {(q, b) € Q(X) x B; Ju' e Ef.m; q= ,y;/l(X) ot p(w’) — v — M.p(w) _ b}

rk
On a alors :
Yo (M X =)= |J N"nM ¢+
(a:0)eUf

On considere la classe Cx ar,o de N définie par :

Cxama=14 | (M g+1b); w" €™ FCQ(X)x B
(g,b)eF
Par construction Cx s, convient. O

Proposition 7.13
Pour tout systéme a compteurs S a monoide fini, il existe deux entiers cg, dg € N* tels que
pour tout mot o € ¥*, on a

ds.vy € 7™

ds. My € My, (Z)

lds-volloo < c5:]0]

Démonstration :

Remarquons qu'il existe un entier dg € N* tel que pour tout M € Mg et pour
tout @ € ¥, on a dg.M.w, € Z™ et ds.M € M,,(Z). Pour montrer que dg convient,
considérons un mot o € ¥*. Une récurrence sur la longueur de ¢ montre qu’il existe
une suite (M;, vg,;)1<i<lo| de Mg x 3 telle que v, = Z‘Zi‘l M;.vg,. Ainsi dg.v, € Z™ et
|ds.vs|| < cs.|o| ot cg = max{||M.va||; (M,a) € MgxX}. Enfin, comme M, € Mg,
on a bien dg.M, € My, (Z). O
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Proposition 7.14
Soit S un systéme a compteurs 4 monoide fini. Il existe une classe finie Cg de parties de
N telle que pour tout w € ¥ et pour tout o € ¥*, on a :

In(1+ |o])

In(r) '7;1(DU) €Cs

lw| = m.

Démonstration :

Considérons un systéme a compteurs & monoide fini (S, (Mg, v4)qex) définis sur des
domaines UBA-réprésentables D, et une partie X’ UBA-représentable. On note g, : Q™ —
Q™ la fonction affine définie par g,(z) = M,.x 4+ v, pour tout z € Q™. On considére des
entiers cg,dg € N* vérifiant la proposition 7.13.

Considérons une suite (a;)1<i<n avec n > 1 de ¥ et posons 0 = ay ... a,. On pose o = ¢
et 0 = ai...a; pour i € {1,...,n}. La partie I(js4(0) = {i € {1,...,|o|}; Ms,_, =
M; a; = a} permet de décrire facilement le domaine de définition D, de la fonction f, :

D, = go_l(Dal) ﬂgl_l(DGZ) n--- mgk_/l_1(Dak/)

= (] (ds.M) '(ds.Da — ds.vs,_,)
(Ma)
1€1(M,a)(0)

Pour chaque couple (M, a) € Mgx3, on considére une classe finie C ds.Da.ds.M.c5" de parties

de N vérifiant le lemme 7.12. Considérons w € ¥¥ tel que |w| > m.%. Comme pour

tout (M,a) € Mg x ¥ et pour tout i € I(p4)(0), on a cs' ||dsvillo, < o], on déduit
Yo l((ds.M)~Yds. Dy — ds.vy, ,)) € Cds.Da,ds.M,cgl' Ainsi, on a prouvé que 7, (D,) est
dans la classe finie Cg de parties de N définie par :

Cs=4(1viFc{J Cis.Duds. M.c5*
Yer Ma

On a ainsi prouvé la proposition. O

Proposition 7.15
Soit S un systéme a compteurs effectif & monoide fini et X' une partie UBA-représentable.
II existe une classe finie Cg x+ de parties de N™, telle que pour tout k > 0 et pour tout
weXy,ona:

In(1+ k)

wl>m = Y (Pre5* (X)) € Cox

Démonstration :
On considére des entiers cg,dg € N* vérifiant la proposition 7.13 et on considére
une classe finie Cg de parties de N vérifiant la proposition 7.14. Comme Pre§k (X)) =



Taille asymptotique de Pre§k(X’) 107
Upes<t 95 1(X’) N Dy, on obtient I'égalité suivante :

Preg"(X") = |J ¢, (X))N D,
ceXSk
= U ([(ds-My) " (ds.X' = dg.v5)] N Do)
ceXn<k

3 m
s M5! de parties de N

vérifiant le lemme 7.12. Considérons w € ¥} tel que |w| > m.%. On a alors v, }(Dy) €

Pour chaque M’ € Mg, on considére une classe finie C s X!

Cs et comme ||dg.vs||,, < cs.|of, on a v, ((ds.M,) " (ds. X' — ds.v,)) € Cds.X/,ds.Mg,cgl'
Considérons les classes finies Cg et Cg x de parties de N™ définies par :

CO = {X ﬂ Y, X & UM/EMS Cds.X/,dS-M/,Cgl; Y & CS}
Csx ={Uzerp Z; F S Co}

On a prouvé que 7;1(Pre§k(X')) € Cs x- O

Remarque 7.16

La proposition précédente nous donne la structure de A(Preék(X’)). En effet, on déduit
de cette proposition, I'existence d’un ensemble fini d’'UBA Cg x tel que pour tout k > 0,
I'UBA A(Preék(X’)) est un BDD dont chaque feuille est un UBA de Cg x'. Cela explique
pourquoi 'implémentation récente des UBA par Jean-Michel Couvreur (article soumis a
TACAS’03), utilisant des méthodes “a4 la BDD” (permettant la mise en place de cache
de calculs), obtient de si bon résultats comparés a une implémentation classique comme
celle de FAST, LASH ou MONA (cette bibliothéque d’automates sera trés prochainement
implémentée dans I'outil FAST).

On peut alors prouver le théoréme inattendu suivant :

Théoréme 7.17
Soit S un systéme a compteurs effectif & monoide fini et X' une partie UBA-représentable.

La taille asymptotique de A(Pre?k(X’)) est en O(k™).

Démonstration :

On considere une classe finie Cg x/ de parties de N™ vérifiant la proposition 7.15. On
a alors taille(A(Pre§" (X)) < 15 (1 + k)™ + card(Cs, x/). Ainsi, taille(A(Preg"*(X'))) est
en O(k™). O

Remarque 7.18
En utilisant dans la preuve du théoréme précédent, le résultat prouvé dans [CP89], nous
pensons qu’une majoration plus fine en O(%) peut étre obtenue.
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Calcul exponentiel dans la logique de Presburger

On s’intéresse a la classe des systémes & compteurs affine utilisant des fonctions affines
laissant stables par image inverse les parties Presburger-définissables. Pour cette classe
de systémes a compteurs, on montre que la taille asymptotique de A(Pre?k(X ")) est en
général exponentielle en k.

Proposition 7.19
Soit f : D — N™ une fonction affine définie sur une partie D de N"". Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

— Le domaine de définition D est Presburger-définissable.

— Pour tout X’ C N™ Presburger-définissable, f~1(X') est Presburger-définissable.

Démonstration :

Une des implications est évidente. En effet, si pour tout X’ Presburger-définissable,
f~1(X") est Presburger-définissable alors en particulier, comme X’ = N™ est Presburger-
définissable, la partie D = f~'(N™) est Presburger-définissable. Montrons I’autre implica-
tion. Pour cela, on considére une fonction affine f telle que D est Presburger-définissable et
une partie X’ Presburger-définissable. Montrons que f~!(X’) est Presburger-définissable.
Comme f est affine, il existe une matrice carrée M € M,,(Q) et un vecteur v € Q™ tels que
f(z) = M.x+v pour tout z € D. De plus, comme D et X’ sont Presburger-définissables, il
existe une formule ¢p(x) et une formule ¢'(z’) représentant respectivement D et X'. Re-
marquons que la formule de Presburger 32/ [¢p(z) A (M.x +v = 2') A ¢/(2)] représente
FHXD). O

Du théoréme 7.3, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 7.20
Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont Presburger-
définissables et soit X' une partie Presburger-définissable. Il existe un entier ¢ > 1 tel que
pour tout k >0 :

taille(A(Preg" (X)) < &

Démonstration :
Le théoréme 7.3 montre que pour tout automate binaire non ambigu A’, il existe
un automate binaire non ambigu A représentant Pre?l(pm(ﬁ(A’ ))) tel que taille(A) <

(taille(A") + 1)) +1 Posons ¢ = (taille(S) + 1)% et remarquons que pour tout

> 2 ona (z+ 1)@+ < ¢ Une récurrence montre que pour tout & > 0, on a
taille(A(Pre?k(X’))) < (taille(A(X")) + 2)%¢. En posant ¢ = (taille(A(X")) + 2)¢, on
obtient la preuve du corollaire. O

On peut montrer que cette borne exponentielle est optimale dans le cas général en
considérant ’exemple suivant.

Exemple 7.21
Soit S3 = (N?,{a}, (—4)) le systéme a compteurs affine défini par f,(x1,x2) = (r.z1,x2)
sur D, = N2,
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Proposition 7.22
Soit X' = {(a},x}) € N?; 2} = 24}. Pour tout entier k > 0, on a

taille(A(PreESk (X)) =kt

Démonstration :
Considérons la partie X; de N? définie par X; = {(z,r".x); € N}. Une récurrence
immédiate montre que Pre?f(X’) = U?:o X;. Supposons par 'absurde qu'’il existe un

automate binaire non ambigu A = (Q,%,,0,{q}, F') représentant Pre?f(X ") et tel que
taille(Q) < r*=1. Soit £ = (00 + --- + (r — 1)0)*7110. Comme card(Q) < r*~! = card(L),
il existe deux mots o # ¢’ dans L tels que 0(qo, o) = d(qo, 0’). Soient y,y’ les deux entiers
de N tels que p2(0) = (y,0) et pa(o’) = (v/,0). Onay,y’ € {r*=1 ... r¥ —1}. Considérons
le mot w € X7 tel que pa(w) = (0,y). De pa(cw) = pa(a) +7F.p2(w) = (y,7%.y), on déduit
p2(ocw) € Xj. Comme A est un automate binaire non ambigu représentant Uf:o X, on a
ow € L(A). De 6(qo,0) = §(qo,0"), on déduit o’w € L(A). Donc (v, 7*.y) = pa(c’w) €
Uf:o X;. 1l existe donc i € {0,...,k} tel que (y/,7*.y) € X;. On a donc r*.y = ri.y. De
y>rFlety < ¥ ondéduit i > k— 1. Donc i = k. On a prouvé que y = 3/ Comme o et
o’ sont deux mots de méme longueur représentant le méme vecteur, le lemme 4.32 montre
que o = ¢’. On a donc une contradiction. O

Cas clos par le haut

Les systémes & compteurs affines dont les domaines de définition sont clos par le haut
font partis de la classe des “systémes dits bien structurés” [FMP99], [FS01], [FPS00] [AJ93].
Pour ces systémes a compteurs S et pour tout X’ clos par le haut, la suite (Pre?k(X "Ni=o0
est stationnaire et il existe ainsi un entier k£ > 0 tel que Preg(X’) = Pre?k(X’).

Remarque 7.23

Les clos par le haut de N peuvent étre représentés de fagon concise par des “Covering
Sharing Trees” CST ([DRB02] [Bab] [DRV01]). On va montrer que la suite (Pre?k(X’));@O
est stationnaire. Ainsi, la taille asymptotique en k des CST est stationnaire.

Aprés avoir caractérisé les fonctions affines laissant stables par image inverse les clos
par le haut, on montrera que la taille asymptotique en k de A(Pre?k(X ")) est constante.

Proposition 7.24
Soit f : D — N™ une fonction affine définie sur une partie D de N'. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

— Le domaine de définition D est clos par le haut.

— Pour tout X' C N™ clos par le haut, f~1(X') est clos par le haut.

Démonstration :
Une des implications est évidente. En effet, si pour tout X’ clos par le haut, f~1(X’) est
clos par le haut, alors en particulier, comme X’ = N est clos par le haut, D = f~}(N") est
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clos par le haut. Montrons I'autre implication. Pour cela, on considére une fonction affine
f telle que D est clos par le haut et un clos par le haut X’. Montrons que f~!(X’) est clos
par le haut. On peut supposer que f~!(X’) # (). Il existe une matrice carrée M € M., (Q)
et un vecteur v € Q™ tels que f(z) = M.z + v pour tout € D. On commence par
prouver que M € M,(N). Comme f~'(X') # 0, en particulier D # ) et il existe un
vecteur dyg € D. Pour tout i € {1,...,m}, comme dy est dans le clos par le haut D, on
a dg+ N.e; € D. Ainsi M.dy +v + N.M.e; € N™, En particulier, on a M.e; € N™, On a
donc bien prouvé que M € M,,(N). Considérons alors z € f~1(X’), 2 € N™ et montrons
que x +z € f~HX'). Comme z € f~1(X’), on a z € D. Comme de plus D est clos par le
haut, on a « + z € D. La fonction affine f est donc définie au point = + z. On a de plus
flz+2z) = f(x) + M.z. Comme M.z € N™ et que f(x) est un élément du clos par le haut
X' ona f(x)+ M.z € X'. Ainsi, f(x + 2z) € X’ et on a prouvé que z + z € f~H(X'). La
partie f~1(X’) est donc close par le haut. O

Théoréme 7.25
Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont clos par le haut
et soit X' un clos par le haut. Il existe un entier ¢ > 1 tel que pour tout k >0 :

taille(A(Preg™(X"))) < ¢

Démonstration :

Il suffit de montrer que la suite (Pre?k(X "))k>0 est stationnaire. D’apreés la proposition
7.24, c’est une suite de clos par le haut. Or, d’aprés [FS01], une suite croissante de clos par
le haut est stationnaire. O

Remarque 7.26
Trouver une borne élémentaire en taille(S) et en taille(A(X')) du plus petit entier k > 0
tel que Pre?k(X’) = Preg(X’) est un probléme ouvert. Rappelons que dans le cas des

“lossy channel systems” (une classe de systémes bien structurés), le plus petit entier k > 0
tel que Pre§k(X’) = Pre3(X’) est non primitif récursif ([Sch02)).

Probléme ouvert 7.27

Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont clos par le haut
et soit X' un clos par le haut. Montrer que 1'on ne peut pas borner le plus petit k > 0 tel
que Pre?k(X’) = Pre{(X’) par une fonction élémentaire en taille(S) et en taille(A(X")).

Calcul polynomial dans la logique des intervalles

On s’intéresse a la classe des systémes & compteurs affine utilisant des fonctions affines
laissant stables par image inverse les parties intervalle-définissables. Pour cette classe de
systémes & compteurs, et pour une partie X’ intervalle-définissable, on montre que la taille
asymptotique de A(Preék(X ’)) est polynomiale en k.

Remarque 7.28
Rappelons que la logique des intervalles est suffisamment expressive pour définir la plupart
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des domaines de définition de la grande majorité des systémes a compteurs utilisés dans la
pratique (33 des 40 exemples analysés avec FAST sont ainsi défini).

Remarque 7.29

Les parties de N™ intervalle-définissables peuvent étre représentées canoniquement par
des “Interval Decision Diagrams” (IDD), une représentation canonique utilisant les mémes
techniques que les BDD ([ST98]). Cette représentation semble avoir une bonne complexité
en pratique ([Str98]). Cependant, comme notre objectif est d’estimer la taille asymptotique
en k de A(Pre?k(X’)) pour différentes logiques, on n’étudiera pas dans cette thése les IDD.

Granularité et automate binaire

On montre dans cette sous-section que pour toute formule ¢, dans la logique des inter-
valles, représentant une partie X C N on peut majorer la taille de 'automate A(X) en
fonction du plus grand entier utilisé dans ¢.

Définition 7.30
La granularité d’une partie X intervalle-définissable est le plus petit entier noté gran(X) >

0 tel qu’il existe une formule ¢ dans la logique des intervalles ot ¢ < gran(X), définissant
X :

@ :=v; =c|pV Pl N p|-d|true|false

Pour faire des raisonnements sur des parties X intervalle-définissables, on introduit la
notion de bloc et on montre que toute partie intervalle-définissable peut se décomposer
comme une union finie de blocs.

Définition 7.31
Un bloc X est une partie définie par une formule de la forme \ ;. ; (v; = ¢;) /\jeJ¢ (vj # ¢5)
ot J— et J sont deux sous-ensembles disjoints de {1,...,m}.

Lemme 7.32
Toute partie X intervalle-définissable peut se décomposer en une union finie de blocs de
granularités bornées par gran(X).

Démonstration :
Considérons une partie X intervalle-définissable. Il existe alors une formule ¢ dans la
logique des intervalles ot ¢ < gran(X) représentant X :

O :=v; =cloV olo A p|d|true| false
En développant une telle formule, on fait apparaitre une disjonction de formules de la forme
/\jeJ:(UJ' :cj)/\jeJ¢(vj #cj)onJ-NJg =0 O

De cette décomposition, on va déduire facilement que les opérations ensemblistes sur
les parties intervalle-définissables ne font que décroitre la granularité.
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Proposition 7.33
Soient X, X’ C N™ des parties intervalle-définissables, i € {1,...,m}, c € X" et b € %,.
On a :

Démonstration :

Remarquons que si X et X’ sont représentées respectivement par les formules ¢ et
@', les parties X U X', X N X’ et N™\ X sont respectivement représentées par les formules
OV P, o NP et m¢. Ainsi, on a bien gran(X U X') < max(gran(X), gran(X’)), gran(X N
X’) < max(gran(X), gran(X")) et gran(N™\ X) < gran(X). Par symétrie, on déduit de
gran(N"\ X') < gran(X), 'égalité gran(N™\ X) = gran(X).

Montrons que gran(Il;(X)) < gran(X). D’aprés le lemme 7.32, on peut supposer que
X est un bloc représenté par une formule de la forme A, ; (v; = ¢;) /\jeJ¢ (vj # ¢;) o
J_NJy= 0 et ¢; < gran(X) pour tout j € J-U J. Il suffit alors de remarquer que II;(X)
est représenté par la formule A;c; \ (1 (v; = ¢;) /\jeJ¢\{i} (vj # ¢j).

Montrons que gran(vy, (X)) < gran(X)=1 4 1 Clomme pour toute partie X et X' de N,

on a7y (XUX) = 55 (X)Unp H(X) 37 H(XNXY) = 757 (X) g (X), et 7 (N X)) =
N™\~-1(X), on peut supposer que X est de la forme X = {x € N™; 2; = c} otic > 0
et i € {1,...,m}. On a a gran(X) = ¢+ 1. Soit (b;)1<i<m une suite de X, telle que
o=>b1...by. Onaalors v, 1(X) = {z € N1, = C_r—bl} Ainsi, si ¢ — b; n’est pas divisible
par 7, on a v, {(X) = 0 et donc gran(y; (X)) = 0. Si ¢ — b; est divisible par 7, on a
gran(v, (X)) = C_Tl” +1< gmn(rﬁ + 1.

Montrons enfin que gran(v, '(X)) < gran(X). Comme dans le cas précédent, on peut
supposer que X = {z € N™; z; = c}. On divise la preuve en deux cas i = m et i < m.
Remarquons que si i < m alors v, '(X) = {z € N™; 2,41 = ¢} et on a bien gran(v; '(X) <
gran(X). Considérons donc le casi = m. Ona~y, '(X) = {x € N™; 21 = =}, Ainsi, si c—b
n'est pas divisible par r, on a a v, '(X) = 0 et dans ce cas gran(v, (X)) = 0 < gran(X),
et si ¢ — b est divisible par r, on a gran(y, ' (X)) = C%b < gran(X). O

La proposition précédente montre en particulier que la granularité des résidus de X
est bornée par la granularité de X. On va montrer que la taille de A(X) est majorée par
(r.(gran(X) 4+ 1))™.

Définition 7.34
Pour toute partie X de N™, pour toute partie I C {1,...,m} et pour tout n > 0, on
définie la partie X7, C X par :

Xin={reN"Vielr,=n;VigIz; <n}
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Proposition 7.35
Pour toute partie X intervalle-définissable et pour tout entier n > gran(X), on a :

X= U Xa+) Ng

IC{1,...;m} iel

Démonstration :

On commence par prouver la proposition dans le cas d'un bloc X représentée par une
formule de la forme ¢ = A\, ;_(v; = ¢;) /\jeJ¢ (vj #¢j) o J_NJ,x = Det ouc¢; < gran(X)
pour tout j € J= U J.. Considérons x € X et montrons que x € UIQ{17...7m} Xin +
> icr Neei. Considérons I = {i € {1,...,m}; z; > n}. Comme pour tout j € J—, on a
zj = ¢; < gran(X) < n, on déduit I C {1,...,m}\J=. Considérons le vecteur y défini
par y; = n si ¢t € I et par y; = z; sinon. Comme x vérifie la formule ¢, le vecteur
y vérifie aussi la formule ¢. On a donc y € X7 ,. De v € y+ >,/ N.e;, on déduit = €
UIg{l,...,m} X1n+>icr Ne;. Réciproquement, considérons x € Ulg{l,...,m} Xin+> icr N
et montrons que z € X. Il existe I C {1,...,m} et y € X7, tels que 2 € y+ > ,.; N.e;.
Comme y € X7, C X, le vecteur y vérifie la formule ¢. Ainsi, pour tout ¢« € I, comme
yi=n>gran(X),ona l C{l,...,m}\J=. Dexz € y + > ,.; N.e;, on déduit que z vérifie
la formule ¢. On a donc z € X.

Considérons alors le cas général d’une partie X intervalle-définissable. D’aprés le lemme
7.32, la partie X est une union finie de blocs X = (J,c j X tels que gran(X}) < gran(X).
De X1n = Uper (Xi)1,n et du cas précédent, on déduit la proposition. O

Remarque 7.36
La proposition 7.35 précédente donne une représentation d’une partie intervalle-définissable
sous la forme d’un semi-linéaire (base et périodes) [GS66] [Huy85] [Reu89|.

Lemme 7.37
Le cardinal de I’ensemble des intervalle-définissables de granularité bornée par 1 est bornée
par 23"

Démonstration :

Remarquons qu'un bloc de granularité bornée par 1 est définie par une formule de la
forme A;c; (v; = 0) /\jeJ¢ (vj # 0). Ainsi, le nombre de blocs de granularité bornée par
1 est majoré par 3. Enfin, comme une partie intervalle-définissable de granularité bornée
par 1 est une union finie de blocs de granularité aussi bornée par 1, le nombre de telles
parties est majoré par 23" ]

On peut alors majorer taille(A(X)) en fonction de gran(X).

Proposition 7.38
Pour toute partie X C N™ intervalle-définissable, on a taille(A(X)) < (r.gran(X))™ +23" .

Démonstration :
D’aprés le théoréme 4.37, 'ensemble des états de A(X) est égal 4 Q(X) = {7, 1(X); o €
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¥ }. Remarquons que si gran(X) = 0 alors X = N™ ou X = () et dans ce cas taille(A(X)) =
1. On peut donc supposer que gran(X) > 1. Considérons le plus petit entier £ > 0 tel

que k > % > k — 1. D’aprés la proposition 7.33, pour tout mot o & E,’fm, on

a gran(y, (X)) < granfﬂ# +1 < ’J;;l + 1 < 2. Ainsi gran(q, (X)) € {0,1}. No-
tons ()1 l'ensemble des parties intervalle-définissables X dont la granularité est bornée
par 1. D’aprés la proposition 7.33, on a Q(X) C Q1 U {7, (X); |o] < m.k}. Ainsi
card(Q(X)) < card(Q1) + card(X™F). D’aprés le lemme 7.37, on a card(Qq) < 23".
De plus, comme card(X=m*) = Tmr'_kfl < (r'grai(fl))m_l < (r.gran(X))™, on a donc la
majoration recherchée. U

Taille asymptotique

Aprés avoir caractérisé les fonctions affines laissant stables par image inverse les par-
ties intervalle-définissables, on prouve que la taille asymptotique en k de A(Pre?k(X )) est
polynomiale.

Le lemme suivant sera utilisé pour borner la granularité de f~!(X’) en fonction de la
granularité de X.

Lemme 7.39
Soient d, o € N™ et ¢ > 0. La partie X = d+{z € N; (o, z) = c} est intervalle-définissable
et gran(X) < ||d||,, +c+1:

Démonstration :

Notons I = {i € {1,...,m}; a; # 0} et considérons X' = {x € N™; Vi & [ x; =
0; > ;eri-w; = c}. Montrons que pour tout 2’ € X', on a ||2'|| < c. Pour i ¢ I, on a
z;=0<cetpouri€ I, onax, < & < ¢ On a donc en particulier prouvé que X' est
fini. Il suffit alors de remarquer que la formule suivante représente X :

V [ Awi=2i+d)\ N\ (wi#c)

z’eX’ |iel i€l c;€{0,...,d;—1}
O

On peut alors caractériser les fonctions affines laissant stables par image inverse les
parties intervalle-définissables.

Proposition 7.40
Soit f : D — N une fonction affine définie sur une partie D de N™. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

— Le domaine de définition D est intervalle-définissable.

— Pour tout X' C N™ intervalle-définissable, f~1(X') est intervalle-définissable.
De plus, dans ce cas, gran(f~'(X")) < gran(X’) + gran(D) pour tout X' intervalle-
définissable.
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Démonstration :

Une des implications est évidente. En effet, si pour tout X’ intervalle-définissable,
f7H(X") est intervalle-définissable, alors en particulier, comme X’ = N™ est intervalle-
définissable, la partie D = f~1(N™) est intervalle-définissable. Montrons I'autre implica-
tion. Pour cela, on considére une fonction affine f: D — N et une partie X’ telle que D
et X’ sont intervalle-définissables.

On commence par montrer que 'on peut supposer que D est un bloc. D’aprés le lemme
7.32, le domaine de définition D est une union finie de blocs D = |J,cx Dk tels que
gran(Dy,) < gran(D). Considérons les restrictions fi, : Dy, — N™ de f. Comme f~}(X') =
Urex fk_l(X’), la proposition 7.33 montre que I'on peut supposer D = Dy.

On montre alors que l'on peut supposer que X’ = {x € N™; z; = ¢} oit ¢ > 0 et on
i € {1,...,m}. En effet, comme pour toute partic X et X’ de N, on a f~H(X U X') =
PO UF X, fUXNXT = F(X) A FH (X et fHN\X) = DAN™ f1(X),
on peut supposer que X’ = {z € N z; = c}.

Comme D est un bloc, il est définissable par une formule de la forme A;c; (v; =
cj) /\jeJ¢ (vj # ¢j) ou J=NJyz =0 et ¢j < gran(D). Comme f : D — N™ est une fonction
affine, il existe une matrice M € M,,(Q) et un vecteur v € Q™ tels que f(x) = M.x + v
pour tout z € D. Considérons le vecteur d € N défini par :

Cj sijeJ=
0 sijedretc;#0
sijeJretc;=0

0 sinon

Comme d € D, on a f(d) € N™. De plus, par construction, on a D — d C N™. Montrons
que pour tout j ¢ J—, on a M.e; € N™. Considérons n > gran(D) et remarquons que
d+n.ej € D. Ainsi M.d 4+ v + n.M.e; € N™ pour tout n > gran(D). En particulier
M.ej e N™,

On a :

FUXY = € D; fla) € X'}
={z € D; (f(d)+ M.(x — d)); = c}
= {;z: e D; Z Mij.(l‘j — d]) =C— f(d)l}

J¢J=

=Dn|d+{zxeNm ZMz‘jij:c_f(d)i}
Jjg¢J=

Remarquons que si ¢ — f(d); < 0 alors f~1(X’) = (. Comme f(d); > 0, on peut donc
supposer que ¢ — f(d); € {0,...,c}. Montrons que max;(d;) < gran(D). Remarquons que
si gran(D) = 0 alors D = N (car D # (). On a donc J—UJ, = (). Dans ce cas, d = 0 et on
a bien max;(d;) < gran(D). De plus, si gran(D) > 1, alors max;(d;) < gran(D). Le lemme
7.39 montre que gran(f (X)) < max(gran(D), c+ 1+ gran(D)) < gran(X’) + gran(D).

U
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Remarque 7.41

La majoration gran(v, *(X)) < gran(X) prouvée a la proposition 7.33 est un cas particulier
de la proposition précédente. En effet, la fonction =, étant affine et définie sur N, on a
gran(fyb_l(X)) < gran(N") 4gran(X). Or par définition de la granularité, on a gran(N™) =
0.

Remarque 7.42

De la proposition précédente, on déduit que la composée de deux fonctions affines f et
g dont les domaines de définition respectifs Dy et D, sont intervalle-définissables est une
fonction affine f o g dont le domaine de définition D ., est intervalle-définissable et vérifie
gran(Dyog) < gran(Dy) + gran(Dy).

On peut alors prouver que la taille asymptotique en & de A(Pre?k(X ")) est polynomiale.

Théoréme 7.43

Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont intervalle-
définissables, et soit X' une partie intervalle-définissable. Il existe deux entiers ¢/,cg > 0
tels que pour tout k > 0 :

taille(.A(Pre?k(X,)) < (r(d +cg.k))™ + 2%

Démonstration :

Soient cg = max,eyx gran(D,) et ¢ = gran(X’). La proposition 7.40 montre que
Pre§k(X ") est intervalle-définissable et que gran(Pre?k(X ")) < ¢ + ¢g.k. La proposition
7.38 prouve que taille(.A(PreEk(X’))) < (r.(d +cg.k))™ + 23", O

Comme corollaire, on déduit que l'automate A(Preék(X’ )) est calculable en temps
polynémial en k.

Corollaire 7.44

Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont intervalle-
définissables, et soit X' une partie intervalle-définissable. La complexité de l’algorithme
qui calcule de proche en proche A(Pre?k(X ")) en utilisant ’algorithme donné au théoréme
7.3 a une complexité polynomial en k.

Démonstration :
D’apres le théoréme 7.3, on peut calculer en temps polynomial en taille(A(Pre?k(X "))

<k+1

un UBA représentant Preg”" (X'). En utilisant 1'algorithme de minimisation des auto-

mates de Hopcroft [Hop71], on prouve ainsi que A(Pre§k+1(X ")) est calculable en temps
polynomial en fonction de A(Pre?k(X "}). Enfin, d’apres le théoréme 7.43, la taille asymp-
totique de A(Pre?k(X’)) est polynomial en k. On a donc prouver que A(Pre?k(X’)) est

calculable en temps polynomial en k. O

Remarque 7.45
On aurait pu obtenir une complexité en O(k™) dans le corollaire précédent pour la construc-

tion de A(Pre?k(X’ )) en représentant les parties intervalle-définissables par des semi-
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linéaires base et période (c.f. proposition 7.35 et remarque 7.36). L’outil BRAIN [Bra|
utilise cette base. Cela peut expliquer ses bonnes performances pour ce type de sys-
témes a compteurs ([BB02[,[BB03|). Cependant, on n’a pas souhaité utiliser les semi-
linéaires, quitte 4 obtenir une complexité plus élevée dans le cas le pire, car en calculant
A(Pre?k(X ")) de proche en proche en n’utilisant que des UBA minimaux, on peut raison-
nablement espérer que dans la pratique, la taille des automates calculés sera logarithmique
en (r.(d + 1+ cg.k))™, comme dans le cas des BDD ([Bry92]).

Autres logiques

Dans cette derniére sous-section, on étudie la taille asymptotique en k de A(Pre?k(X ")
pour les logiques suivantes :

— clos par le bas,

— semi-affine,

— non-quantifié,

— polyédre.

Mis & part pour la logique des non-quantifiés, justifiée par le fait que 'on sait extraire
d’un automate binaire non ambigu représentant un tel ensemble une formule de Presbur-
ger le représentant, ces logiques n’apportent malheureusement pas de résultats nouveaux
intéressants.

En effet, alors que les fonctions affines laissant stables par image inverse les clos par
le bas, forment une classe trop restreinte pour pouvoir étre utilisée dans le cadre de la
vérification, les fonctions affines laissant stables les semi-affines et les polyédres donne une
taille asymptotique de A(Pre?k(X ")) exponentielle.

Cette étude est néanmoins intéressante car elle permet de caractériser les fonctions
affines laissant stables par image inverse les parties définissables dans une logique donnée.

Cas clos par le bas

On va montrer que pour la logique des clos par le bas, la suite (Pre?k(X’))@O est
stationnaire. La preuve n’est pas aussi simple que dans le cas des clos par le haut car une
suite croissante, pour la relation d’inclusion, de clos par le bas, n’est pas nécessairement
stationnaire, comme le montre ’exemple X,, = {0,...,n}.

Proposition 7.46
Soit f : D — N™ une fonction affine définie sur une partie D de N'. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
— D et clos par par le bas et il existe une matrice M € M,,,(N™) et un vecteur v € N™
tels que f(z) = M.z + v pour tout x € D,
— f7YX") est clos par le bas pour tout X' clos par le bas.

Démonstration :

Supposons que f~1(X’) soit clos par le bas pour tout clos par le bas X’. En particulier,
comme N est clos par le bas, D = f~!1(N") est clos par le bas. Remarquons que si D = ()
alors M = I et v = 0 vérifient f(x) = M.x+v pour tout x € D. On peut donc supposer que
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D # (). Considérons alors d € D. On considére le clos par le bas X' = {2/ € N™; 2/ < f(d)}.
Comme d € f~1(X') et que 0 < d,on a0 € f~1(X’). On a donc prouvé que f(0) = v € N™
et que v = f(0) € X’'. Par définition de X’, on a v < M.d + v. Ainsi, pour tout d € D,
on a M.d € N™. Considérons I = {i € {1,...,m}; 3d € D d; # 0}. Montrons que
pour tout ¢ € I, on a M.e; € N, Par définition de I. Il existe d € D tel que d; # 0.
Comme e; < d, on a donc e; € D. D’ou M.e; € N™. Considérons alors la matrice M’
définie par M'.e; = M.e; si i € I et par M'.e; = 0 sinon. Pour tout « € D, on a alors
f(z) = Mx+v=M.x+v. Comme M € N" et v € N” on a prouvé une implication.
Réciproquement, considérons une fonction affine f : D — N telle que D est un clos par
le bas et telle qu'il existe une matrice carrée M € M,,(N) et un vecteur v € N™ tels que
pour tout € D, on a f(x) = M.z + v. Montrons que f~'(X’) est clos par le bas pour
tout clos par le bas X’. Pour cela, considérons = € f~1(X’) et z € N™ tels que z — z € N™.
Comme z € f~1(X’), on a x € D. Comme D est clos par le bas, on a donc x — z € D.
Remarquons que f(x —z2) = f(x) — M.z. Comme f(z) € X', M.z € N et que X' est clos
par le bas, on a f(x) — M.z € X'. Ainsi, x — z € f~}(X’). On a donc bien prouvé que
f7H(X") est clos par le bas. O

Comme le montre le lemme suivant, I’hypothése D clos par le bas n’est pas suffisante
pour caractériser les fonctions affines laissant stables par image inverse les clos par le bas.

Lemme 7.47
11 existe une fonction affine f : D — N définie sur un clos par le bas et un clos par le bas
X' tels que f~1(X') n’est pas clos par le bas.

Démonstration :
On considére f(z) = 1 — x définie sur le clos par le bas D = {0, 1}. Remarquons que
X" = {0} est un clos par le bas et que f~1(X’) = {1} n’est pas clos par le bas. O

Pour montrer que la suite (Pre?k(X "))k>0 est stationnaire, on prouve que la granularité
de cette suite est bornée.

Lemme 7.48
Soit f: D — N™ une fonction affine définie sur une partie intervalle-définissable telle qu’il
existe M € M, (N) et v € N vérifiant f(x) = M.x 4+ v pour tout x € D.

Pour toute partie intervalle-définissable X', on a gran(f~1(X’)) < max(gran(D), gran(X")).

Démonstration :

Considérons la fonction g : N™ — N™ définie par g(x) = M.x + v. D’aprés la propo-
sition 7.40, on a gran(g~!(X’)) < gran(X’) pour tout X’ intervalle-définissable. Comme
fYX')=Dng (X’), on obtient le lemme. O

On peut alors prouver que la taille asymptotique en k de A(Pre?k(X ")) est constante.
Théoréme 7.49

Soit S un systéme a compteurs affine dont les fonctions affines laissent stables les clos par
le bas, et soit X' un clos par le bas. Il existe une constante ¢ > 1 telle que pour tout entier
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k>0ona:
taille(A(Preg™(X"))) < ¢
Démonstration :
Posons ¢ = max(max,ey gran(D,), gran(X’)). D’aprés le lemme 7.48, pour tout k > 0,

on a gran(Pre?k(X’)) < ¢. Comme il existe au plus (c+ 1)™ parties intervalle-définissables

dont la granularité est bornée par ¢, la suite (Pre?k(X ")k>0 est stationnaire. Ainsi la taille
asymptotique en k de A(Pre?k(X ")) est constante. O

Remarque 7.50
Contrairement au cas clos par le haut, on peut donner une borne élémentaire en taille(S)

et taille(A(X")) du plus petit entier k > 0 tel que Preék(X’) = Pre(X’). Pour obtenir une
telle borne, la preuve du théoréme précédent montre qu’il suffit de majorer la granularité
d’un automate binaire représentant un clos par le bas. En montrant que I'enveloppe semi-
affine dans N™ d’un non quantifié X représenté par A(X) est une union finie de blocs
de granularité bornée par r#ile(AX) on déduit du théoréme 5.40 (et de sa preuve) que
gran(X) < rtilleCAX)) (cette preuve n'est pas développée dans cette thése).

Calcul exponentiel dans les autres logiques

On montre que la taille asymptotique de A(Pre?k(X ")) reste exponentielle pour les
logiques suivantes : semi-affine, non-quantifié, polyédre.

Remarque 7.51

La classe des parties non-quantifiées est utilisée pour décrire les domaines de définition
de quelques systémes a compteurs analysés par CSL-ALV ([Alv]). En effet, certains de
ces systémes utilisent des domaines de définition de la forme x; = x; comparant ainsi le
contenu des compteurs x; et x;.

Proposition 7.52
Soit f: D — N une fonction affine définie sur une partie D de N™. On a les caractérisa-
tions suivantes :
— f7H(X') est semi-affine pour tout X' semi-affine si et seulement si D est semi-affine.
~ f~YX') est non-quantifiée pour tout X' non quantifié si et seulement si D est non
quantifié.
— f7YX') est polyédre-définissable pour tout X' polyédre-définissable si et seulement
si D est polyédre-définissable.

Démonstration :

On considére le cas semi-affine. Une des implications est évidente. En effet, si f~(X’)
est semi-affine pour tout X’ semi-affine, alors en particulier, comme N™ est semi-affine,
D = f~Y(N™) est semi-affine. Prouvons l'autre implication en considérant une fonction
affine f définie sur une partie semi-affine D. Soit X’ une partie semi-affine. Montrons
que f71(X’) est semi-affine. Comme pour toute partie X], X5, on a f~1(X] U X}) =
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fHX)) U f7H(XY), on peut supposer que X' est une partie affine. 11 existe une formule
¢'(x') = Nper (o, @) = i) ot ap, € Q™ et ¢, € Q représentant X'. Considérons une
formule ¢p dans la logique des semi-affines représentant D et remarquons que f~!(X’) est
représentée par la formule semi-affine suivante :

ép /\ ((ag, M.z 4+ v) = cy)

keK

On considére le cas non-quantifié. Une des implications est évidente. En effet, si f~1(X")
est non-quantifiée pour tout X’ non-quantifiée, alors en particulier, comme N est non
quantifie, D = f~!(N) est non quantifies. Prouvons I'autre implication en considérons
une fonction affine f définie sur une partie non-quantifiée D. Montrons que f~1(X’) est
non-quantifiée pour tout X’ non-quantifi¢e. Comme f~1(X U X') = f~H{(X)U f~1(X') et
que f~HN™\X) = DN (N™\ f~}(X)) pour toute partiec X et X', on peut supposer que
X' est une partie affine. Il existe une formule ¢'(z") = A, cx((o,2") = cx) ou oy, € Q™
et ¢x € Q représentant X’. Considérons une formule non quantifiée ¢p représentant D et
remarquons que f~!(X’) est représentée par la formule non-quantifiée suivante :

ép /\ ((ag, M.z 4+ v) = cy)

keK

On considére enfin le cas polyédre-définissable. Une des implications est évidente. En
effet, si f~1(X’) est polyédre-définissable pour tout X’ polyédre-définissable, alors en par-
ticulier, comme N est polyédre-définissable, D = f~!(N™) est polyédre-définissable.
Prouvons l'autre implication en considérons une fonction affine f définie sur une par-
tie polyédre-définissable D. Montrons que f~!(X') est polyédre-définissable pour tout X'
polyédre-définissable. Comme f~(XUX’) = f~1(X)Uf~1(X’) pour toute partie X et X',
on peut supposer que X' est représenté par une formule ¢'(z') = A, o ((o, 2) < ) ou
ar € Q™ et ¢, € Q. Considérons une formule ¢p dans la logique des polyédres représentant
D et remarquons que f~!(X’) est représentée par la formule suivante :

(Z)D /\ ((ak,M.x—i-v) < Ck)
keK

Remarque 7.53

Comme les domaines de définition du systéme a compteurs de la proposition 7.22 sont
semi-affines, non quantifiés et polyédre-définissables, on déduit que la taille asymptotique
de A(Pre?k(X’)) est en général exponentielle en k.

A propos de Post?k(X)

L’étude de la taille asymptotique de A(Post?k(X )) est plus difficile et moins intéres-

sante que celle de A(Pre?k(X ")). En effet, on montre que pour les logiques étudiées dans
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le cas des prédécesseurs, mis & part les clos par le haut, la caractérisation effective des
fonctions affines laissant stable cette logique par image directe est difficile car il existe de
telles fonctions définie sur des ensembles non récursifs. De plus, pour la logique des clos
par le haut, la caractérisation des fonctions affines laissant stables par image directe les
clos par le haut, n’est pas utile en vérification car dans la pratique ’ensemble des états
initiaux X d’un systéme a compteurs, est rarement clos par le haut.

Cas clos par le haut

On caractérise les fonctions affines laissant stables par image directe les clos par le haut.
On montre en particulier que 'inverse d’un systéme & compteurs utilisant de tels fonctions
n’est autre qu'un systéme affine dont les domaines de définition sont clos par le haut. Ainsi,

on a Post§k(X ) = Pre?lfl (X) et ce calcul des successeur n’est autre qu'un calcul caché des

prédécesseurs. On obtient ainsi une taille asymptotique en k£ de A(Post?k(X )) constante.

Proposition 7.54
Soit f : D — N™ une fonction affine définie sur une partie D de N'". Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
— L’image f(D) est close par le haut,
— Pour tout X C N™ clos par le haut, f(X) est clos par le haut.
De plus, dans ce cas f : D — f(D) est une fonction bijective.

Démonstration :

Une des implications est évidente. En effet, si pour tout X clos par le haut, f(X) est
clos par le haut alors en particulier comme N est clos par le haut, f(D) = f(N) est
clos par le haut. Réciproquement, considérons une fonction affine f : D — N™ telle que
f(D) est clos par le haut. Remarquons que si f(D) = () alors I'image par f d’un clos par le
haut est bien un clos par le haut (c’est méme I'ensemble vide). On peut donc supposer que
f(D) # 0. Comme f est une fonction affine, il existe une matrice carrée M € M,,(Q) et
un vecteur v € Q™ tel que f(z) = M.x + v pour tout = € D. Considérons d € D. Comme
(D) est clos par le haut, pour tout i € {1,...,m}, on a f(d) +e; € f(D). 1l existe donc
d; € D tel que f(d;) = f(d)+ e;. Ainsi M.(d; — d) = e;. La matrice M est donc inversible.
La fonction f=1: f(D) — N est une fonction affine telle que f(D) est clos par le haut. La
proposition 7.24 prouve que pour tout X clos par le haut, la partie (f~1)~1(X) est close
par le haut. On a donc prouvé que pour tout X clos par le haut, f(X) est clos par le haut.

O

Remarque 7.55

Une étude plus précise des fonctions affines telles que f(D) est clos par le haut montre
qu’il existe une matrice de permutation M et un vecteur v € Z™ tels que f(x) = M.x +v
pour tout x € N™. Ainsi, 4 permutation prés, on peut montrer qu’un systéme a compteurs
affine dont chaque fonction affine laisse stables les clos par le haut n’est autre qu’un réseau
de Petri.

On déduit immeédiatement de la proposition 7.54 les corollaires suivants.
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Corollaire 7.56
Soit S un systéme a compteurs affine tel que pour tout a € X, fo(D,) est clos par le haut.
Le systéme a compteurs S™1 est affine et ses domaines de définition sont clos par le haut.

Corollaire 7.57
Soit S un systéme a compteurs affine tel que pour tout a € X, f,(D,) est clos par le haut
et soit X un clos par le haut. Il existe un entier ¢ > 1 tel que pour tout k > 0 :

taille(A(Preg™(X"))) < ¢

Démonstration :

D’aprés la proposition 7.54, le systéme a compteurs S~! est affine et ses domaines
de définition sont clos par le haut. De Post?k(X ) = Pre?’fl(X ) et du théoréme 7.25, on
déduit le corollaire. O

Remarque 7.58
Le précédent résultat n’a pas d’intérét en vérification car I'’ensemble des états initiaux d’'un
systéme a compteurs est rarement clos par le haut.

Autres logiques

On montre que pour les logiques Presburger, intervalle, semi-affine, non-quantifiée et
polyédre, la caractérisation des fonctions affines laissant stables par image directe ces lo-
giques a peu de signification car il existe de telles fonctions définies sur des parties non
récursives.

Comme le montre le lemme suivant, il ne suffit pas d'imposer a f(D) d’étre dans la
logique en question (remarquons que N x {0} est a la fois Presburger, intervalle, semi-affine,
non-quantifiée et polyédre).

Lemme 7.59
11 existe une fonction affine f : D — N? définie sur une partie D C N? telle que f(D) =
N x {0} et telle que f(N x {0}) ne soit pas Presburger-définissable.

Démonstration :

Soit X C N. Pour tout z € X, on note i, > 0 le cardinal de I'ensemble des 2/ € X
strictement plus petit que x. On a donc i, < = pour tout x € X. On pose h(X) =
{22, 22 +iy; x € X}. Remarquons que I'application qui & X associe h(X) est injective.
Comme l'ensemble des parties Presburger-définissables est dénombrable (car chaque partie
est représentée par une formule de longueur finie) alors que I'ensemble des parties de N est
indénombrable, il existe une partie X de N telle que h(X) n’est pas Presburger-définissable.
Posons Y = h(X) U {0}. Considérons D = {(x1,z2); x1 > x2; x1,22 € Y} et la fonction
affine f : D — N? définie par f(x1,72) = (1 — 22,0). Comme h(X) n’est pas Presburger-
définissable, X est infini. Ainsi, pour tout entier 7 > 0, il existe un élément x € X tel que
i = 4. On a donc (2% +1i,,72) € D. Comme f(z%+1i,,2?) = (iz,0) et que f(D) C N x {0},
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on a prouvé que f(D) =N x {0}. Remarquons enfin que f(N x {0}) =Y x {0} qui n’est
pas Presburger-définissable. O

De plus, comme le montre le lemme suivant, une fonction affine peut laisser stables par
image directe les éléments des logiques Presburger, intervalle, semi-affine, non-quantifiée
et polyédre, sans pour autant avoir un domaine de définition récursif.

Lemme 7.60
Il existe une fonction affine f : D — N"" définie sur une partie D non récursive telle que
pour toute partie X C N™, on a f(X) = {0}.

Démonstration :
Il suffit de considérer une partie D non récursive et la fonction affine f : D — N
définie par f(z) = 0 pour tout x € D. O

Pour ces deux raisons, on n’étudie pas dans cette thése la taille asymptotique de
A(Post?k(X )) pour ces différentes logiques.

Remarque 7.61

On peut caractériser les fonctions affines laissant stables les logiques a la fois par image
directe et par image inverse. On montre en particulier que les systémes a compteurs affines
S laissant stables les parties intervalle-définissables par prédécesseur et successeur sont
exactement les systémes a compteurs broadcasts généralisés. Malgré une explosion expo-
nentielle possible a4 chaque application de Postg, on montre qu’asymptotiquement la taille
de A(Post?k(X)) est polynomiale en k (Cette étude n’est pas présentée dans cette thése).






CHAPITRE 8

Enveloppe étoile d'une relation binaire

Dans ce chapitre, on étend les invariants de places aux systémes & compteurs.

L’analyse statique d’un systéme cherche & obtenir une approximation de sa relation
d’accessibilité sans avoir a la construire explicitement. Rappelons que pour les réseaux
de Petri, une telle approximation peut-étre obtenue en calculant ses invariants de places
|[KJ87, Cia94, DRVO01, Ler03|. En plus d’étre calculable en temps polynomial, les invariants
permettent :

— de faire converger, dans certains cas, le calcul itératif des états accessibles d'un sys-
téme en ne considérant que les états qui peuvent potentiellement atteindre un état
dangereux|DRVO01].

— de détecter des compteurs bornés. En remarquant qu'une fonction qui fait croitre
strictement un compteur borné ne peut-étre itérée qu'un nombre fini de fois, on peut
ainsi “éliminer” des compositions de fonctions qui “ne sont pas accélérables” (chapitre
9).

— de détecter des relations linéaires entre les compteurs [MOS04, GN03|. On peut ainsi
réduire le nombre de variables nécessaires pour représenter des états. Par exemple,
si l'on a I’égalité 5.2 = 7.y, on peut “éliminer” le compteur y et ne garder que x. On
réduit ainsi le nombre de compteurs qui, rappelons le, est un facteur limitant de la
vérification symbolique.

Nous généralisons la définition des invariants de place. Dans [Cia94], une telle extension
est proposée pour la classe des “self modifying Petri Nets”. Pour construire ses invariants
de places, Ciardo montre qu’ils coincident avec ceux d’un réseau de Petri effectivement
calculable. Cette technique est ainsi limitée & des systémes a compteurs “proches” des
réseaux de Petri. Dans ce chapitre, on montre que le calcul des invariants de places d'un
systéme S est équivalent |Ler03] a celui de la plus petite relation affine réflexive et transitive
contenant Rg (la relation d’accessibilité en une étape du systéme S), appelé [’enveloppe
affine étoile de Rg.

Cependant, dans le cas des réseaux de Petri reset/transfert, ’enveloppe affine étoile
est une sur-approximation trop large pour étre utilisée. Pour ces systémes, la plus petite
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relation semi-affine réflexive et transitive contenant Rg, appelée I'enveloppe semi-affine
étoile de Rg permet de résoudre ce probléme.

Dans ce chapitre, on a :

— défini la notion d’enveloppe étoile d’une relation pour une classe d’approximation.
L’enveloppe affine (respectivement semi-affine) étoile correspond a I'enveloppe étoile
pour la classe des parties affines (respectivement semi-affines).

— prouvé que l'enveloppe affine étoile d’un systéme & compteurs est calculable en
temps polynomial. Ainsi, les invariants de place sont calculables en temps polynomial
comme dans le cas des réseaux de Petri.

— donné un algorithme (respectivement un semi-algorithme) pour calculer 1'enveloppe
semi-affine étoile d’une relation affine (respectivement semi-affine).

— prouvé que [’enveloppe semi-affine étoile de la relation d’accessibilité d’un réseau
de Petri reset/transfert ou d’un systéme broadcast est calculable en temps double
exponentiel.

Dans la section 8.1, on définit la notion d’enveloppe étoile d’une relation pour une
classe d’approximation et on établit le lien avec 'abstraction. Les enveloppes affines et
semi-affines étoiles sont introduites dans la section 8.2. Un algorithme pour calculer ’enve-
loppe affine étoile d’une relation affine est donné dans la section 8.3 et un semi-algorithme
de calcul de I’enveloppe semi-affine étoile d’une relation semi-affine est présenté dans la
section 8.4.

Sans ambiguité, on note pour une relation binaire R sur Q™, aff(R) 'enveloppe affine
dans Q>™ de R, et on note saff(R) I'enveloppe semi-affine dans Q>™ de R.

Enveloppe étoile d'une relation

En utilisant une classe d’approximation C de E' X E pour un ensemble F non vide, on
montre que toute relation binaire R sur E est incluse dans une plus petite relation de C
réflexive et transitive, appelée I'enveloppe étoile de R et notée envj(R). On obtient ainsi
une fonction P(F x E) — C qui, & une relation binaire R sur E, associe I'enveloppe étoile
envj(R). On montre enfin I'intérét d’étudier la restriction de cette fonction a C.

On se donne donc une classe d’approximation C de E x E ot E est un ensemble non vide.
La proposition suivante montre que toute relation binaire sur E peut étre sur-approximée
par une relation de C.

Proposition 8.1
Pour toute relation binaire R sur E, il existe une plus petite relation binaire (pour I'inclu-
sion) réflexive et transitive appartenant a C et contenant R.

Démonstration :
On note R’ 'intersection de toutes les relations binaires réflexives et transitives de C
contenant R. Comme E x E € C, cette intersection est bien définie. Par construction R’
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est la plus petite relation binaire (pour I'inclusion) réflexive et transitive appartenant a C
et contenant R. O

Définition 8.2
L’enveloppe étoile d’une relation binaire R sur E est la plus petite relation binaire réflexive
et transitive de C contenant R, notée env;;(R) ou simplement env*(R).

L’enveloppe étoile d'une relation binaire R sur-approxime naturellement la fermeture
réflexive et transitive de la relation R. La proposition suivante montre en effet que env*(R)
contient la relation R*.

Proposition 8.3
Pour toute relation binaire R sur E, on a R* C env*(R).

Démonstration :
Comme env*(R) est réflexive et transitive, on déduit de R C env*(R) que R* C
env*(R). O

La proposition suivante explique pourquoi dans la suite on ne cherche a calculer que
I’enveloppe étoile d’une relation de C et non 'enveloppe étoile d’une relation quelconque sur
E. En effet, dans une phase préliminaire, on calcule 'enveloppe R’ = env(R) de R, puis on
calcule env*(R’). Ainsi, dans le cas affine (respectivement semi-affine), il suffira simplement
de montrer comment calculer I'enveloppe affine étoile d’une relation affine (respectivement
I'enveloppe semi-affine étoile d’une relation semi-affine).

Proposition 8.4
Pour toute relation binaire R sur E, on a env*(R) = env*(env(R)).

Démonstration :

De R C env(R) C env*(env(R)), on déduit par minimalité de env*(R) que env*(R) C
env*(env(R)). De R C env*(R) et de env*(R) € C, on déduit env(R) C env*(R). Ainsi,
par minimalité de env*(env(R)), on a env*(env(R)) C env*(R). O

Pour calculer I'enveloppe étoile d’une relation, on doit donc étudier la fonction C — C
qui & une relation R de C associe la relation env*(R).

Exemple 8.5

Cette exemple montre le lien entre les techniques d’abstraction (voir [BPR02| et [BPRO1]
pour des exemples d’applications) et I'enveloppe étoile. Dans les techniques d’abstraction,
on utilise un ensemble fini Py de parties de E appelé ensemble de ‘prédicats”. Considérons
la classe P correspondant a la fermeture par union, intersection et complémentaire de Py,
et la classe d’approximation C = P x P. Soit S = (E, %, (%)4ex) un systéme. Rappelons
que Dabstraction du systéme S correspond au systéme S' = (E, %, (env(%))aex). On va
montrer que ’enveloppe étoile env*(Rg) de la relation d’accessibilité en une étape Rg de S
est égale a la relation d’accessibilité R, du systéme abstrait S’. On commence par établir
I'égalité Rsr = env(Rsg). On a en effet Ry = |Jyex env(5) = env({J,es —) = env(Rg).
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En particulier, on a Rg C env*(Rg). comme env*(Rg) est réflexive et transitive, on a donc
prouvé I'inclusion R, C env*(Rg). Montrons I'inclusion réciproque. Comme R, est une
relation de C, réflexive, transitive et contenant Rg C env(Rg) = Rg, par minimalité de
Ienveloppe étoile, on a env*(Rg) € R&,. On a donc bien établi I'égalité env*(Rg) = R, .

Comparaison enveloppe affine/semi-affine étoile

Dans la section précédente, on a défini 'enveloppe étoile d’une relation pour une classe
d’approximation. Comme dans le reste de ce chapitre, seules les classes d’approximation
par espaces affines et semi-affines sont étudiées, correspondant respectivement a la classe
d’approximation par parties affines et par parties semi-affines, on compare dans cette sec-
tion introductive ces deux enveloppes étoiles.

Définition 8.6
L’enveloppe affine étoile (resp. 'enveloppe semi-affine étoile) d’une relation R de Q™ est

I'enveloppe étoile aft*(R) (resp. saff*(R)) de R pour la classe d’approximation des espace
affine de Q™ x Q™ (resp. des espaces semi-affines de Q™ x Q™).

Dans la sous-section 8.2.1, on établit le lien entre aff*(R) et saff*(R) pour une relation
binaire R. Dans la sous-section 8.2.2 on calcule sur un exemple de systéme a compteurs
S, la relation saff*(Rg) que 'on compare & aff*(Rg). Enfin, dans la sous-section 8.2.3, on
montre que aff*(Rg) et saff*(Rg) coincident pour tout réseau de Petri S.

Lien entre aff*(R) et saff*(R)

Dans cette sous-section, on prouve 'égalité aff(saff*(R)) = aff*(R).

La proposition suivante sera principalement utilisée dans la section 8.3 pour prouver
que 'enveloppe affine étoile d’une relation affine est calculable en temps polynomial. Cette
proposition est prouvée dans cette section pour établir le lien entre les enveloppes affine
étoile et semi-affine étoile.

Proposition 8.7
Pour toute relation affine R, on a :

aff*(R) = aff(Z UR)

Démonstration :

Remarquons que Z U R C aff*(R). Comme de plus aff*(R) est un espace affine,
on a aff(Z UR) C aff*(R). Pour montrer l'inclusion réciproque, comme aff(Z U R) est
une relation reflexive contenant R, il suffit de prouver qu’elle est transitive. Pour cela,
considérons (x, ') et (2/,2”) dans aff (ZUR). Comme (z,2") = (z,2") + (2/,2") — (2/, 2'),
et que (x,2'), (2/,2") et (2/,2") sont dans l'espace affine aff(Z U R), le couple (z,z") est
aussi dans cet espace affine. On a ainsi prouvé que aff(Z U R) est une relation reflexive et
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transitive contenant R. Par minimalité de ’enveloppe affine étoile, on obtient l'inclusion
aff*(R) Caff(ZUR). O

On peut alors établir le lien entre I'enveloppe affine étoile et ’enveloppe semi-affine
étoile.

Proposition 8.8
Pour toute relation binaire R, on a :

aff*(R) = aff(saff*(R))

Démonstration :

Comme aff*(R) est une relation affine réflexive et transitive, et en particulier une
relation semi-affine réflexive et transitive, qui contient R, par minimalité de ’enveloppe
semi-affine étoile, on a saff*(R) C aff*(R). Comme de plus aff*(R) est une relation affine,
par minimalité de l'enveloppe affine, on a aff(saff*(R)) C aff*(R). Montrons l'inclusion
réciproque. La proposition 8.7 montre que aff*(R) = aff(Z U R). De 'inclusion ZUR C
saff*(R), on déduit alors par minimalité de l'enveloppe affine, aff(Z UR) C aff(saff*(R)).
Ainsi aff*(R) C aff(saff*(R)). O

Calcul de I'enveloppe semi-affine étoile d’'un réseau de Petri transfert

Dans cette section, on montre sur un exemple de réseau de Petri transfert S, que 'enve-
loppe semi-affine étoile saff*(Rg) de la relation d’accessibilité en une étape Rg de S peut
ne pas coincider avec I'enveloppe affine étoile aff*(Rg).

On considére le résean de Petri transfert S = (¥, %),ex) donné dans [Cia94]. On a

> = {a,b}, m = 2 et les relations % et 2, sont définies par :

€ ('rllvxé) = (Owr? +‘T1)

T, 12) — (2, ! ssi x t
1L
b
— et (2,25) = (z1 + 12,0)

=
(x1,29) — (2, 2h)  ssixe >
La relation d’accessibilité en une étape de S est alors définie par Rg =— U ®, Considérons
les fonctions affines gq, g, : Q* — Q* définies par g,(z1,72) = (x1,22,0,72 + 71) et
gp(x1,22) = (w1, 22,21 + x2,0). Considérons aussi les domaines de définition D, et Dy
définies par D, = {x € N?; 21 > 1} et Dy = {x € N, 25 > 1}. On a alors %= g,(D,) et
LA gu(Dp). La proposition 3.13 qui permet de “sortir” une fonction affine d’une enveloppe,
prouve alors les égalités suivantes :
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Lemme 8.9
Pour toute partie X C Q infini, nous avons saff(X) = Q.

Démonstration :

Comme saff(X) est un espace semi-affine, il existe une classe finie C d’espaces affines
non vides de Q tels que saff(X) = [J o A- Rappelons qu'un espace affine non vide A de
Q est soit égal a un singleton A = {z} pour z € Q, soit égal & Q. Suppsons par l'absurde
que tous les espaces affines de C soit des singletons. Dans ce cas saff(X) est un ensemble
fini ce qui contredit I'inclusion X C saff(X). Ainsi, Q € C et on a prouvé que saff(X) = Q.

O

Comme D, et Dy sont des parties closes par le haut, on peut montrer la proposition
suivante :

Proposition 8.10
Pour toute partie non vide X C N™ close par le haut, on a aff(X) = Q™ = saff(X).

Démonstration :

Comme saff (X)) C aff(X) C Q™, il suffit de prouver que saff(X) = Q™. Considérons
zo € N. Comme X est clos par le haut, on a x9+ > " N.e; C X. D’apreés la proposition
3.12, on a saff(zg + > N.e;) = xo + Y i, saff(N.e;). Considérons la fonction affine
gi + Q — Q™ définie par g;(z) = z.e;. D’aprés la proposition 3.13, on a saff(g;(N)) =
gi(saff(N)). Or d’aprés le lemme 8.9, on a saff(N) = Q. Comme N.e; = ¢;(N), on a ainsi
prouvé saff(N.e;) = Q.e;. De linclusion zg + >, saff(N.e;) C saff(X), on déduit enfin
Q™ C saff(X). O

La proposition précédente montre donc que aff(D,) = Q™ = saff(D,) et aff(D,) =
Q™ = saff(Dy). Considérons les relations R, et R; définies par R, = g,(Q™) et Ry =
9 (Q™). De &C aff*(Rg), on déduit R, = aff() C aff*(Rg). Symétriquement, en posant
R' =RqURyUZ, on déduit R’ C aff*(Rg) et R’ C saff*(Rg).

De R’ C aff*(Rg), on déduit aff(R') C aft*(Rg). Comme aff (R') = {(z1, x2, 2], 2%); x1+
zo = i + 24} et que cette relation est réflexive et transitive, par minimalité de 1'enveloppe
affine étoile, on a prouvé 1'égalité suivante :

aff*(Rs) = {(x1, 22, 2, 2%); @1 + @2 = x| + x5}

De Ry Ry = Ry et Rp.Ra = Ra, on déduit que R’ est réflexive et transitive. Par
minimalité de 'enveloppe semi-affine étoile, on a saff*(Rg) C R’. On a donc prouvé I'égalité
suivante :

Saff*(Rs) =R, URyUT

S est donc un réseau de Petri transfert S pour lequel saff*(Rg) et aff*(Rg) ne coincident
pas. Remarquons que I'inclusion RY C aff*(Rg) n’apporte que 'invariant ) +z2 = 2} +a}
alors que l'inclusion R§ C saff*(R) produit un invariant “disjonctif” :

(@) =0) A (2 = 2p 4+ 21)) V (] = 21 + 22) A (25 = 0)) V (2] = 21) A (2 = 22))
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Enveloppe affine et semi-affine étoile d'un réseau de Petri

Dans la sous-section précédente, on a présenté un exemple de réseau de Petri transfert
pour lequel 'enveloppe affine étoile et I'enveloppe semi-affine étoile de la relation d’acces-
sibilité en une étape ne coincident pas. Dans cette sous-section on montre que pour les
réseaux de Petri, ces deux enveloppes coincident toujours.

Proposition 8.11
Pour tout réseau de Petri S, on a :

saff*(Rg) = aff*(Rg)

Démonstration :

Considérons un réseau de Petri S = (2, (%),4ex). Les relations % peuvent alors s’écrire
x % 2 si et seulement si x> v, et @' =z — v, + v/, pour des vecteurs vy, v, € N™.

Montrons que saff(R,) =7 + (6),1)& — v,). Considérons la fonction affine g, : Q" —
Q™ x Q™ définie par go(z) = (z,2 — vq + v}). De la proposition 3.13 et de I'égalité =
ga({x € N™; 2 > v,}), on déduit saff(%) = g (saff({ € N™; z > v,})). La proposition
8.10 prouve que saff({x € N™; 2 > v,}) = Q™. On a donc saff(%) =T + (6), vl — Ug).

On numeérote les éléments de ¥ = {a1,...,a,}. Considérons alors une suite (a;)i1<i<n
de N. Comme saff (%) C saff*(Rg) pour tout a € ¥ et que la relation saff*(R) est réflexive
et transitive, on a prouvé :

a

T+ Zai.(ﬁ),v'i — vg,) = saff(£5)*1 | saff (%)% C saff*(Rg)
i=1

On a donc prouvé l'inclusion Z + - N.(H,vé — v,) C saff*(Rg). Par minimalité
de I'enveloppe semi-affine, on a saff(}’ s N.(U,v{l — vg)) C saff*(Rg). Posons R’ =

/

g o, . . . g
Y aes Q.(0,v), —v,). La proposition 3.12 montre 'égalité suivante saff(3", .« N.(0, v} —
vg)) = R’. On donc R’ C saff*(Rg). Montrons I'inclusion réciproque. Comme Rg C R’
et que R’ est réflexive et transitive, par minimalité de I'enveloppe semi-affine étoile, on a
saff*(Rg) € R’. On a donc prouvé que saff*(R) = R’. En particulier saff*(R) est un espace
affine. La proposition 8.8 permet alors de conclure que saff*(Rg) = aff*(Rg). O

Enveloppe affine étoile

L’enveloppe affine étoile d’une relation affine est étudiée dans cette section. On prouve
dans la sous-section 8.3.1 que cette enveloppe est calculable en temps polynoémial. On
déduit alors que I'enveloppe affine de la relation d’accessibilité d’un systéme a compteurs
est calculable en temps polynoémial. Enfin, dans la sous-section 8.3.2 on établie le lien entre
I’enveloppe affine étoile et les invariants dits de place d’un systéme a compteurs.
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Calcul de I'enveloppe affine étoile

On prouve dans cette sous-section que 'enveloppe affine étoile d’une relation affine R
se calcule en temps polynoémial en fonction de la taille de R. Comme I’enveloppe affine
d’un ensemble représenté par un automate binaire est calculable en temps polynomial, on
déduit que I'enveloppe affine de la relation d’accessibilité d’une large classe de systémes a
compteurs est calculable en temps polynoémial.

De la proposition 8.7, on déduit les deux corollaires suivants.

Corollaire 8.12
L’enveloppe affine étoile d’une relation affine R est calculable en temps polynémial en
fonction de la taille de R.

Démonstration :
La proposition 8.7 montre que aff*(R) = aff(Z U R). L’enveloppe étoile aff*(R) est
donc calculable en temps polynomial. O

Corollaire 8.13
Pour toute relation binaire R, on a aff(R*) = aft*(R).

Démonstration :

Considérons une relation binaire R. Par minimalité de 'enveloppe affine, on déduit
de R* C aff*(R), 'inclusion aff(R*) C aff*(R). Montrons l'inclusion réciproque. Comme
ZUR C R*, on aaff(ZUR) C aff(R*). Or d’aprés la proposition 8.7, on a aff*(R) =
aff(ZUR). On a donc prouvé aff*(R) C aff(R*). O

Les outils de vérification symbolique [Fas| et [Las| prennent en entrée des systémes a
compteurs S = (N, 2, (%) 4ex) tels que % est représentée par une formule de Presburger
$q et par une fonction affine f, telles que z % 2 si et seulement si € [¢,] et 2’ = fo(z).
Dans une étape préliminaire, ces outils construisent pour chaque action a € ¥, automate
binaire canonique 4, représentant la partie [¢,]. Dans le théoréme suivant, on montre que
I’on peut calculer 'enveloppe affine de la relation d’accessibilité de S en temps polynomial
en fonction de la taille des automates (Ag)qex et de la taille des fonctions affines f,.

Définition 8.14
Une représentation d’'un systéme a compteurs S = (2, (%)4ex) par automate binaire et
fonction affine est un couple (Q™, %, (Aq)aco, (fa)acx) tel que :

— (Ag)qex est une suite d’automates binaires,

— (fa)aex est une suite de fonctions affines de Q™ dans Q™, et

— pour tout a € ¥, on a x % 2’ si et seulement si x € pp(L(Ay)) et 2’ = fo(x).

Théoréme 8.15
Pour tout systéme a compteurs S représenté par automate binaire et fonction affine, I'en-
veloppe affine de la relation d’accessibilité de S est calculable en temps polynomial.
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Démonstration :

Considérons donc un systéme a compteurs S représenté par (Q™, %, (Aq)aco, (fa)aex)-

On commence par montrer 'égalité aff(RY) = aff(Z|J,cyx aff(=)). D’aprés la pro-
position 8.13, on a aff(Rg) = aff*(Rg). D’aprés la proposition 8.4, on a aff*(Rg) =
aff*(aff(Rg)). Enfin, la proposition 8.7 montre que aff*(aff(Rg)) = aff(ZU aff(Rg)). On a
donc bien prouvé I'égalité aff(RY) = aff (T |,y aff (—)).

Pour prouver le théoréme, il suffit donc de prouver que les espace affines aff (i>) sont
calculables en temps polynomial.

Montrons que aff(R,) est calculable en temps polynomial. Considérons la fonction
affine g, : Q™ — Q™ x Q™ définie par ga(x) = (xvfa(x))' Comme == ga(pL(E(Aa)))a
la proposition 3.13 prouve I'égalité aff(%) = f,(aff(pr(L(A,)))). Or, d’aprés le corollaire
4.68, I'enveloppe affine de aff(pr(Aq)) est calculable en temps polynomial en la taille de
Pautomate A,. Ainsi aff(%) est calculable en temps polynomial. O

Remarque 8.16

On peut étendre le théoréme précédent en représentant des actions a du systéme a comp-
teurs S par des transducteurs A, tels que p2.,,(L(Ag)) =2 Le calcul de Ienveloppe affine
de la relation d’accessibilité reste en effet polynémial.

Les invariants de place

L’enveloppe affine étoile de la relation d’accessibilité en une étape du réseau de Petri
transfert de la sous-section 8.2.2 a fait apparaitre un invariant de la forme 1 +z9 = 2 +a5.
On établit dans cette sous-section le lien entre I'enveloppe affine étoile aff*(Rg) de la rela-
tion d’accessibilité en une étape d’un systéme & compteurs S et I’ensemble des invariants
de ce type, appelé invariants de place de S.

Définition 8.17 ([Cia94])
Un invariant de place d’un systéme a compteurs S = (X, (<)qex) est une forme linéaire

[ : Q™ — Q telle que pour toute action a € % et pour tout x = x’ on a l(z) = I(z).
L’ensemble des invariants de place d’un systéme a compteurs S est noté Inv(.S)

La proposition suivante montre que Inv(.S) est calculable en temps polynoémial en fonc-
tion de aff*(Rg) et que réciproquement aff*(Rg) est calculable en temps polynomial en
fonction de Inv(S).

Proposition 8.18
Pour tout systéme a compteurs S = (X, (% )4ex), on a :

aff*(Rg) = {(z,2); I(z) = 1(2") VI € Inv(S)}
Inv(S) = {l: Q™ — Q; I forme linéaire telle que l(x) = I(2') pour tout (x,2") € aff*(Rg)}

Démonstration :
On note R = {(z,2'); l(z) = l(2") VI € Inv(S)}.
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On commence par établir la premiére égalité. Montrons que R est un espace affine.
Considérons (z,2'), (y,y) € R et t1,t2 € Q tels que t; = t2 et prouvons que t1.(z,2') +
t2.(y,y') € R. Pour tout | € Inv(S), on a I(t1.x + ta.y) = t1.l(x) + t2.l(y) = t1.0(2") +
to.l(y') = l(t1.2" + t2.y). Ainsi t1.(z,2") + t2.(y,y’) € R et on a bien montré que R est un
espace affine. Montrons que Rg C R. Pour tout (z,2’) € Rg, il existe a € ¥ tel que x Ny
Ainsi, pour tout | € Inv(S), on a l(x) = I(z’). On a donc prouvé que Rg C R. Comme
R est réflexive et transitive et contient Rg, par minimalité de I'enveloppe affine étoile, on
a aff*(Rg) € R. Montrons I'inclusion réciproque. Considérons (zg, () € R et supposons
par absurde que (zg, () € aff*(Rg). Il existe une fonction affine f: Q™ x Q™ — Q telle
que f(zo,z() # 0 et pour tout (x,2') € aff*(Rg), on a f(z,2’) = 0. Considérons deux
formes linéaires [ et I’ et un rationnel ¢ € Q tel que f(z,2') = l(x) — I'(2') + ¢ pour tout
(z,2') € Q™ x Q™. Soit x € Q™. De (x,2) € T C aff*(Rg), on déduit 0 = f(z,z) =
l(z) = U'(x)+¢c=0.0nadonc ¢c=0et! =10 Ainsi, pour tout (z,2’) € aff*(Rg), on
a l(z) = I(«"). En particulier, pour toute action a € ¥ et pour tout z — a2/, on déduit
l(z) =1(2") de (z,2") € Rg C aff*(Rg). On a donc [ € Inv(S). Enfin, comme (z¢, ;) € R,
on a f(zo,z() = l(xo) — l(z() = 0. On a donc une contradiction. On a donc prouvé la
premiére égalité.

Montrons la deuxiéme égalité. Considérons | € Inv(S) et un couple (z,2’) € aff*(Rg).
D’apreés la premiére égalité, on a (z,2’) € R. Ainsi [(z) = [(2") et on a montré 'inclusion
Inv(S) C {formes linéaires [ : Q™ — Q; I(x) = I(2’) Y(z,2") € aff*(Rs)}. Pour l'inclusion
réciproque, considérons une forme linéaire [ telle que I(z) = I(2') pour tout (x,z’) €
aff*(Rg). En particulier, pour tout (z,2') € Rg, on a l(z) = I(2). On a donc [ € Inv(S).

U

On a donc établie que le calcul de I'enveloppe affine étoile de Rg revient ni plus ni
moins & calculer 'ensemble des invariants de place Inv(.S).

Enveloppe semi-affine étoile d’une relation affine

On montre dans cette section que 'enveloppe semi-affine étoile saff*(R) d’une relation
affine est calculable en temps polynomial en sa taille et la taille de R. On montre de plus
que la relation semi-affine saff*(R) est une union finie d’au plus (4m + 1)2™ relations
affines de taille polynomiale en la taille de R.

Dans la sous-section 8.4.1, on montre que les itérées d’une relation affine correspondent
aux itérées d'une fonction affine calculables en temps polynémial. Enfin, dans la sous-
section 8.4.2, on montre comment calculer saff*(R) pour une relation affine R.

Itérée d'une relation affine

On montre que I'on peut associer & toute relation affine R, une fonction affine f telle que
les itérées de R correspondent aux itérées de f. Pour cela, on prouve que ’on peut calculer
en temps polynomial un espace affine D(R>°) appelé domaine de définition limite, un espace
vectoriel V(R>) appelé direction limite et une fonction affine f : D(R*) — D(R>) telle
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que pour tout + > m+ 1, on a :
RY = {(x,2') € D(R®) x Q™; 2’ € fi(z) + V(R™)}

Domaine de définition limite

On montre que 'on peut associer & une relation affine R un espace affine D(R) ap-
pelé domaine de définition de R. En remarquant que la suite des domaines de définition
(D(R?))i>o des itérées d'une relation affine R est une suite décroissante stationnaire, on
introduit la notion de domaine de définition limite D(R°°). On prouve que cet espace affine
est calculable en temps polynémial.

Définition 8.19
Le domaine de définition d’une relation affine R est 'espace affine noté D(R) = {z €
Q™; Jy € Q™5 (z,y) € R}

Naturellement la suite (D(R?));>¢ est une suite décroissante d’espaces affines et, comme
toute suite décroissante d’espaces affines, elle est donc stationnaire. Dans le lemme suivant
on montre que 'on peut detecter le moment ot elle devient stationnaire car elle est stric-
tement décroissante avant.

Lemme 8.20

Soit R une relation binaire affine. La suite (D(R"));>o est décroissante et stationnaire. De
plus pour tout indice iy > 0 tel que D(R+1) = D(R™), on a D(R?) = D(R™) pour tout
1= 1.

Démonstration :

De D(R™1) C D(R?), on déduit que (D(R'));>0 est une suite décroissante d’espaces
affines. Ainsi, il existe un indice ig tel que D(R®T!) = D(R™). Pour montrer la proposition
il suffit de prouver que 'on a alors D(R%©*2) = D(R*1). Comme D(R%*2) C D(RT1), il
suffit de prouver l'inclusion réciproque. Pour cela, considérons z € D(R*1). 1l existe alors
y € Q™ tel que (x,y) € RFL. Soit 2’ € Q™ tel que (z,2') € R et (2,y) € R. Le vecteur
2" est donc dans D(R™) = D(R+1). 1l existe y' € Q™ tel que (2/,3y') € R On a
prouvé que (x,y') € RT2. De z € D(R™*2), on déduit I'inclusion D(R*1) C D(R¥©+2).

]

Définition 8.21
Le domaine de définition limite d’une relation affine R est 'espace affine noté D(R>) et
défini par D(R>) = ;5 D(RY).

La proposition suivante montre que la suite (D(R?));>o est stationnaire & partir de
t=m+ 1.

Proposition 8.22
Pour toute relation affine R, on a D(R>®) = D(R™*!).
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Démonstration :

Notons ig > 0 le premier indice tel que D(R®*1) = D(R™). On a alors D(R>®) =
D(RZ) pour tout i > ig. Il suffit donc de montrer que ig < m + 1. Pour tout i €
{0,...,ip — 1}, on a D(R*) € D(R?). Ainsi dim(D(R*!)) < dim(D(R?)). On obtient
alors dim(D(R™)) < m — ig. Comme dim(D(R™)) > —1, on a bien ig < m + 1. O

Ainsi, il suffit de calculer D(R™*!) pour obtenir D(R>).

Corollaire 8.23
Le domaine de définition limite d’une relation affine est calculable en temps polynomial.

Démonstration :

Considérons une relation R donnée par sa représentation canonique p(R). On peut
calculer en temps polynomial la représentation canonique p(R™*!). Considérons la fonction
affine f: Q™ x Q™ — Q™ définie par f(x,2') = z. On a alors D(R™H) = f(R™*!) qui
est donc calculable en temps polynomial. [l

Direction limite

On remarque qu’une relation affine R associe a chaque vecteur z € D(R) un espace
affine non vide {y; (z,y) € R}. On montre que le vectorialisé de cet espace est un es-
pace vectoriel qui ne dépend pas du point = de D(R). Cette espace vectoriel noté V(R)
est appelé la direction de R. En remarquant que la suite des directions (V(R?));>0 est
une suite croissante stationnaire d’espaces vectoriels, on introduit la notion de direction
limite V(R°°). On prouve enfin que cet espace vectoriel est calculable en temps polynémial.

Pour définir la direction d’une relation affine, on commence par prouver le lemme
suivant.

Lemme 8.24
Soit ‘R une relation affine non vide. 1l existe un unique espace vectoriel V' tel que pour tout
x € D(R), le vectorialisé de {y € Q™; (z,y) € R} est égal a V.

Démonstration :

Considérons x1,z2 € D(R) et notons A; = {y € Q™; (x1,y) € R} et Ay = {y €
Q™; (x2,y) € R}. Il suffit de montrer que A; et Ay sont deux espaces affines non vide
de méme direction. Comme R est une relation affine, A; et Ao sont des espaces affines.
De plus, comme z1,x9 € D(R), les espaces affines A; et Ay sont non vides. Pour prouver
la proposition, par symétrie, il suffit de montrer que 1?1) - 1?2) Considérons @ € Z i
existe y*t,y~ € A; tels que @ = yT — y~. Notons y» un vecteur de As. Comme 1 +
1—1=1et que (z2,y2), (r1,y"), (z1,y~) sont des couples de la relation affine R, on a
(2,2 + @) = (z2,y2) + (x1,y1) — (z1,y~) € R. Ainsi, y2 + @ € As. On a montré que
- - a1 : PURTY . - -
ad = (y2+ @) —y2 € Az. On a donc bien prouvé I'inclusion A; C As. O
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Définition 8.25
La direction d’une relation affine non vide R est 'unique espace vectoriel noté V(R) égal
au vectorialisé de {y € Q™; (z,y) € R} pour tout x € D(R). On note V() = Q™.

Pour montrer que (V(R"))i>0 est une suite croissante, on commence par prouver le
lemme suivant.

Lemme 8.26
Soit R une relation affine. Pour tout i > 0 et pour tout x € D(R'™Y), il existe ' € D(R")
tel que (z,2') € R.

Démonstration :
Considérons z € D(R'™1). 1l existe alors y € Q™ tel que (z,y) € R, Soit 2/ € Q™
tel que (z,2') € R et (2/,y) € R On déduit de (z',y) € R' que 2’ € D(RY). O

On peut alors montrer que la suite (V(R"));>0 est croissante.

Lemme 8.27
Soit R une relation binaire affine. La suite (V(R"));>0 est croissante et stationnaire.

Démonstration :

Montrons que pour tout i > 0, on a V(R?) C V(R*™!). On peut supposer que R+
est non vide car sinon V(R™!) = Q™ et l'inclusion est vérifice. Considérons alors z €
D(R™1). D’aprés le lemme 8.26, il existe 2/ € D(R') tel que (x,2') € R. De l'inclusion
{y € Q™ (2',y) € R} C {y € Q™ (z,y) € R}, on déduit V(RY) C V(R¥!). On a
donc prouvé que (V(R'));>0 est une suite croissante d’espaces vectoriels. Cette suite est
donc stationnaire. ]

Définition 8.28
La direction limite d’une relation affine R est l’espace vectoriel noté V(R>) et défini par
V(R>) = Uizo V(RY).

Le calcul de V(R*) peut sembler plus compliqué que celui de D(R) car la suite
V(R®°) n’est pas nécessairement strictement croissante avant de devenir stationnaire comme
le montre I'exemple 8.29.

Exemple 8.29
La relation affine R sur Q définie par R = {(0,1)} vérifie V(R?) = V(R!) = {0} et
pourtant V(R?) = Q # {0}.

Cependant, on va montrer que si le domaine de définition limite de R est non vide
alors, la suite (V(R"));>0 est bien strictement croissante avant de devenir stationnaire. On
commence par montrer le lemme suivant.

Lemme 8.30
Soit R une relation affine. Pour tout = € D(R®), il existe 2’ € D(R) tel que (z,2') € R.
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Démonstration :

D’aprés le lemme 8.20, il existe ip > 0 tel que D(R®) = D(R>). Considérons = €
D(R>). De D(R*1) = D(R>), on déduit z € D(RT!). D’aprés le lemme 8.26, il existe
2’ € D(R%) = D(R*) tel que (r,2') € R. O

Lemme 8.31
Soit R une relation affine dont le domaine de définition limite D(R>) # () est non-vide.
Pour tout indice ig > 0 tel que V(R®T!) = V(R®), on a V(R?) = V(R™) pour tout i > i.

Démonstration :
Considérons un indice g > 0 tel que V(R+1) = V(R). 11 suffit de montrer que 1'on
a alors V(RW0*2) = V(R®*1). Or, d’aprés le lemme 8.27, on a V(RO C V(R®+2). 11
suffit donc de montrer 'inclusion réciproque. Considérons alors x € D(R*°). D’apreés le
lemme 8.30, il existe 2/ € D(R>) tel que (z,2') € R. De l'inclusion {y € Q™; (2/,y) €
R0} C {y € Q™ (z,y) € RO} et de I'égalite V(RPOT!) = V(R¥©), on déduit 1'égalité
{y € Qm; (2',y) € R} = {y € Q"; (x,y) € R}, Considérons alors y € Q™ tel
que (z,y) € R, Soit y' € Q™ tel que (z,y") € Rt et (v/,y) € R. De D'égalité {y €
Qm; (2/,y) € Rio} = {y € Q™ (z,y) € RO}, on déduit (2,y) € R™. D’ou (2/,y) €
R©+L On a donc prouvé l'inclusion {y € Q™; (z,y) € R®*?} C {y € Q™; (2/,y) €
R+t En prenant le vectorialisé de cette inclusion, on déduit V(R©+2) C V(Rio+1),
(I

La proposition suivante montre que (V(R'));>0 est stationnaire a partir de i = m + 1.

Proposition 8.32
Pour toute relation affine R, on a V(R>) = V(R™T1).

Démonstration :

Remarquons que si D(R>®) = (), la proposition montre que D(R™*!) = (. De
R™TL = (), on déduit V(R™) = Q™ = V(R™*1). On peut donc supposer que D(R>) # ().
Considérons le premier indice i > 0 tel que V (R®©*!) = V(R). D’aprés le lemme 8.31, on
a V(R®>®) = V(R?) pour tout i > ip. Il suffit donc de prouver que ig < m + 1. Comme pour
tout i € {0,...,ig — 1}, on a V(R?) € V(R'!), on déduit dim(V(R?)) > dim(V (RIT1)).
Ainsi, dim(V(R%)) > ig. Comme dim(V (R®)) < m, on déduit ig < m. O

Ainsi, il suffit de calculer V(R™"!) pour obtenir V(R>).

Corollaire 8.33
La direction limite d’une relation affine est calculable en temps polynomial.

Démonstration :

Considérons une relation affine R donnée par sa représentation canonique p(R). On
peut calculer en temps polynomial la représentation canonique p(R™*1). Si R™H = (),
alors V(R™*!) = Q™ est calculable en temps polynémial. Dans le cas ot R"™*! = (), on a
p(R™ 1) = (a, M). Comme a = (9, 7)) € R™, on déduit 2o € D(R™'!). L'espace affine
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RN ({z0} xQ™) est alors calculable en temps polynémial. Considérons la fonction affine
f:QmxQ™ — QM définie par f(z,2') = 2’. Comme V(R™) = f(R™TIN({xo} x Q™)),
on a prouvé que V(R>®) = V(R™"!) est calculable en temps polynémial. O

Fonction affine associée

On peut alors montrer que les itérées d’une relation affine correspondent en fait aux
itérées d'une fonction affine calculable en temps polynomial.

Proposition 8.34
Pour toute relation affine R, il existe une fonction affine f : Q™ — Q™ calculable en temps
polynoémial telle que pour tout i > 0, on a f(D(R*!)) C D(R?) et on a aussi :

R' = {(z,2"); x € D(RY); 2’ € fi(z) + V(R")}

Démonstration :

On commence par montrer I'existence d’une fonction affine f : Q" — Q™ telle que
f(D(R™1)) € D(RY) et telle que (z, f(x)) € R pour tout x € D(R). Comme la suite
D(R®®) = D(R™Y) C D(R™) C --- C D(R") = Q™ est décroissante, on peut construire
en temps polynomial une suite (B;)o<icm+1 de parties de D(R?) telle que pour tout i €
{0,...,m+ 1}, la partie B,,11 U--- U B; est une base de l'espace affine D(R"). Pour tout
x € Biy1, daprés le lemme 8.26, il existe g(x) € D(RY) tel que (x,g(x)) € R. Pour tout
x € By, on pose g(x) = . Comme U?;ng B; est une base de l'espace affine D(R?) = Q™,
il existe une unique fonction affine f : Q™ — Q" telle que pour tout = € U?zgl D(RY),
on a f(z) = g(x). Remarquons que par construction, pour tout i > 0, on a f(D(R**1)) C
D(R?). Montrons que pour tout z € D(R), on a (x, f(z)) € R. Considérons x € D(R).
comme B = U;qjll B, est une base de D(R) et que x € D(R), il existe une suite (gy)yen
de rationnels telle que ZWB gy =1letax= ZyG‘B ¢y-y. Comme R est un espace affine et
que pour tout y € B, on a (y, f(y)) € R, on déduit (z, f(z)) = > cp ay-(y, f(y)) € R.Une
récurrence sur 4 > 0 montre alors que pour tout € D(RY), on a (z, f{(z)) € R". On
déduit de fi(z) € {y € Q™; (x,9) € R'} que {y € Q™; (z,y) € R} = fi(x) + V(R?). On
a donc prouvé le lemme. O

Un algorithme polynémial pour calculer I'enveloppe semi-affine étoile d'une
relation affine

On commence par étudier la relation saff(R*) quand R correspond a une fonction. De
ce cas particulier et de la proposition 8.34, on caractérise saff(R*) dans le cas général et
on prouve en particulier 'égalité saff*(R) = saff(R*). On obtient ainsi un algorithme de
calcul de saff*(R) pour une relation affine R en temps polynomial en la taille de R et la

taille de saff*(R).

On commence par prouver deux lemmes techniques qui nous servirons & prouver la

proposition 8.37. On note C = %-
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Lemme 8.35
Soient m > 1 et I C {m,..., 00} une partie infinie. Il existe une partie finie P C I x I et
une suite (gp)pcp de Q telles que :

Z G5, -(CF — CF) =

{1 pour k=1
(i,i")eP

0 pour tout k € {2,...,m}

Démonstration :

On va montrer que l'espace vectoriel V' engendré par la partie {(C’Zk — Cﬁ)lgkgm; i, €
I} est égal & Q™. Supposons par 'absurde que V' # Q™. Dans ce cas, il existe une suite
(¢k)1<k<a—1 de rationnels non tous nuls telle que pour tout i,4" € I, ona y ;" ck.(C'i’g —
C%) = 0 Considérons les polynomes Py(X) = £.X.(X —1)...(X —k+1) pour k > 0 et
le polynéme P défini par P(X) = > )", ¢x.Pp(X). Pour tout 4,7 € I, on a P(i) — P(i') =
S ek (CF — CF) = 0. Ainsi, le polynome P(X) — P(i).Py(X) admet une infinité de
racines i’ distinctes. Ce polynome est donc nul. Comme la famille (Py)x>o est libre dans
I'espace vectoriel Q[X], on a ¢, = 0 pour tout k, ce qui est absurde. On a donc montré que
V = Q™. En particulier, on a (1,0,...,0) € V et par définition de V, il existe une partie
finie P C I x I et une suite (gp)pep vérifiant le lemme. O

Lemme 8.36 (JAF88])
Soient Py, ..., P, une suite finie de polynémes de Q[X] deux a deux premiers entre eux et
[ 'V — V une fonction linéaire. Les espaces vectoriels ker(Pi(l)), ..., ker(Py(l)) sont en
somme directe et on a :

ker((P;..... P,) (1)) =ker(Pi(1)) ® - - - @ ker(Py,(1))

De plus, pour tout v € V, on peut calculer en temps polynémial une suite (v;)i1<i<n de
ker(P;(1)) telle que v =>"7" | v;.

Démonstration :

On donne la preuve de ce lemme pour éviter au lecteur la lecture de différentes parties
de [AFSS|.

Pour montrer que les espaces vectoriels ker(Py (1)), ..., ker(P,(l)) sont en somme directe,
il suffit de montrer que pour toute somme nulle Y 7" | v; = 0 avec v; € ker(P;(1)), on a
v; = 6) pour tout i. Comme P; est premier avec P ... P;_1.Piy1 ... Py, il existe deux poly-
nomes Q; et Q) tels que Q;.Pi+Q}.Py...P,_1.Piy1...P, =1.Dev; = —(v1+---+vi—1 +
Vig1 + -+ vy), on déduit v; = Q;(1) o Pi(1)(vi) + (QhPy... Pi—1.Piy1... Py)(1)(—(v1 +

b v F U o o)) = 6) + 6) = 6) On a donc bien prouvé que les es-
paces vectoriels ker(Py (1)), ..., ker(P,(l)) sont en somme directe. Montrons alors 1'égalité

ker((Pi..... P,)(1)) = ker(Pi(1))®- - -@ker(P,(I)) Comme ker(P;(l)) C ker((F;..... P)(1)),
on a l'inclusion ker(Py(1)) @ --- ® ker(P,(1)) C ker((P;..... P,)(1)). Il suffit donc de prou-
ver linclusion réciproque. Considérons v € ker((Pj..... P,)(1)). Comme les polynomes
Pi...P,_1.Pii...P, sont premiers entre eux, il existe une suite de polynémes (QY)1<i<n
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de Q[X] (calculable en temps polynémial par l'algorithme d’Euclide) telle que
1—ZQ”P1 Pi1.Pyy... Py

Notons alors v; = (QY.P1...Pi_1.Piy1...P,)(1)(v). Comme v € ker(P;...P,(l)), on a
Pi(l)(v;) = 0 et donc v; € ker(P;(1)). De plus v = > | v;. O

De la proposition suivante, on peut déduire un algorithme de calcul de ’enveloppe
semi-affine de l'itérée d’une fonction affine.

Proposition 8.37
Soient f : D — D une fonction affine définie sur un espace affine non vide D et R =
{(z, f(z); = € D} la relation affine associée a f. Il existe un espace vectoriel W calculable
en tem_l))s polynémial tel que :
STy =w,
— {RmHLT 4 {6)} x W;r > 0} est un ensemble fini d’au plus (4.m)?™ relations affines
de taille polynomiale en la taille de R et

— saff (Uz>m+1 R') = U0 R 4 { 0 Fx W,

Démonstration : - -
On note [ : D — D, le linéarisé de la fonction affine f : D — D. Rappelons que
la suite des polynémes cyclotomiques (¢;)i>1 est caractérisée par I'égalité suivante, vraie

pour tout n > 1 :

"o1=]]six
Rappelons aussi qu’en temps polynoémial, on peut calculer le polynéme caractéristique de
I noté P(X) € Q[X]. On a alors P(I) = 0 (JAF88]). Rappelons enfin (|[Boi98|, [Knu69])
qu’en temps polynomial on peut calculer une partie finie Jy C N*, une suite («j);cy, de
N*, un entier 79 > 0 et un polyn()me P tels que :

- P=X"".Py HJEJ() 7 et
— les polynémes X, Py et ¢; pour tout ¢ > 1 sont premiers entre eux.

Posons J = Jy U {1} et considérons le polynéme P = X" . P. [,

<
polynéme P, divise le polynéme P. Comme P; est de degré dim(D) < m, on a rg < m
et pour tout j € Jy, on a a; < m. Ainsi, les polynomes X™, Py, et (qb )je, divisent P.
Comme ces polynomes sont deux a deux premiers entre eux, on a prouvé que P, divise P.

¢". Montrons que le

En particulier, on a P(l) = 0 et le lemme 8.36 prouve alors que D = ker(I™) &
ker(Poo(1)) ®jes ker(¢]'(1)). On note Vo = ker(I™), Voo = ker(Puo(l)) et pour tout j € J,
on note V; = ker(¢§”(l)). Remarquons que ces espaces vectoriels sont calculables en temps
polynomial. De plus, comme [ laisse stable ces espaces, on peut considérer les restrictions
lo:Vo— Vo, loe : Voo = Vi et 1 : V; — Vi de | & ces espaces.

On note [k]; le reste de la division euclidienne de k par ¢ pour ¢ > 1.

On pose A = ppem(J) le plus petit commun diviseur des entiers de J. Remarquons
que A est calculable en temps polynomial par un algorithme d’Euclide. Montrons que
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A < (4.m)*>™. D’aprés [Boi98], on a max(J) < 210.(% )1“510) < (4 m) . Ainsi, comme
card(J) <m+1let quel e J,onaA=ppcem(J) < HJGJJ (4.m)%m

On a décomposé le reste de la preuve en plusieurs étapes correspondant a des lemmes qui
ne peuvent étre sortis de la preuve car ils utilisent des notations introduites précédemment.

lére étape : on montre qu’il existe d; € D et &1 € V; calculable en temps polyndémial tels
que 1 = f(dy) —dj. On commence par montrer que ['on peut construire en temps polyno-
mial un vecteur d € D. Comme la représentation de D est p(D) = (d, Mp) alors d € D et
d a une taille polynomial. On note J' = J\{1}. On considére alors V' =V & Voo ®jrcp Vjr.
D’apreés le lemme 8.36, on a 1_5 = V@ V. Ainsi, on peut calculer en temps polynomial v € V'
et 1 € V7 tels que f(d) —d = v+ x1. Comme [ laisse stable V, on peut considérer la res-
triction de [ a V notée Iy : V' — V. Comme les polynoémes (X —1) et X™. Poo. > ic d)?,j/
sont premiers entre eux, la fonction (X — 1)(ly) est injective et donc bijective. Ainsi, on
peut calculer en temps polynomial un vecteur v’ € V tel que [(v') — v’ = v. Le vecteur
dy = d — v vérifie alors f(dy) —dy = f(d) —d+ v —l(v') = x;. Comme 21 € Vi, on a
prouvé 'étape.

Notation : notons W l'espace vectoriel défini par :

W=V + > ¢;(1)(V;) + Q.

jed

Remarquons que cet espace vectoriel est calculable en temps polynomial.

2éme étape : montrons que (W) = W.
Considérons w € W. Il existe alors vo € Vi, (vj);cs dans Vj et t € Q tels que w = v +

>jes @i(D)(vj)+t.z1. Onaalors l(w) = loo(veo) +D s @5 (1) (L (v5)) +t.(L(z1) —21) +t.21.
Comme l1(x1) — x1 = ¢1(11)(x1) € W, on a prouvé que [(W) C W. Enfin, comme les po-
lynémes X" et Py .[] jeJ ¢7" sont premiers entre eux, la restriction de [ & W est injective
et donc bijective. On a donc (W) = W.

3éme étape : pour tout r > 0, pour tout vy € Vp, pour tout v, € Vi et pour tout (vj);cs
dans Vj, on a :

m41+4r
fm+1+r(d1 + v + Voo + ZU”) =dy + lgno-&—l—l—r _|_ Zlm+1+r U] Z ll 1’1
JjeJ jedJ

Cette égalité provient simplement de [j*(vg) = 0.
4éme étape : on montre que pour tout 7 > 0, pour tout j € J et pour tout v; € Vj, on a:

(v) € 1 (v) + 5 (1) (V7) (8.1)

Notons ¢ le quotient de la division euclidienne de ¢ par j. On a alors i = g.j+|[i];. De I'égalité
i i j 1 k +[i i i ;
13 (07) = 15 (o) + (X7 = 1) () (SEh 17 (v)), on deduit 1 (vy) € 17 + (X7 = 1) (1) (V).
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Comme ¢; divise X7 —1, il existe un polynoéme Q tel que X7 —1 = ¢j.Q). On a donc prouvé
que l;(vj) € l]mj + (X7 = 1)(1;)(V;) C l][-l]j + ¢;(1;)(V;). On a donc prouvé 'inclusion (8.1).

5éme étape : on montre que pour tout r > 0, pour tout vy € Vj, pour tout v; € Vo, pour
tout (vj)jes dans Vj, on a :

Frdy w0+ vee + Y 0) + W =dy + Y I () 4 W (82)
jeJ jeJ

[™H1HT ;) en remarquant que ¢;(1;)(V;) C

11 suffit d’appliquer I'inclusion (8.1) & chaque terme
wW.

6éme étape : pour tout ¢ > 0 et pour tout » > 0, on a
RMALTHA L 0 S W= R L {0} x W (8.3)
C’est une conséquence immédiate de 1'égalité (8.2).

7Téme étape : pour tout r > 0, la relation R™ " + {6)} x W a une taille polynomiale
en la taille de R. C’est aussi une conséquence immeédiate de I'égalité (8.2).

8éme étape : pour tout r > 0, on a l'inclusion suivante :

00 A—1
saff( U RZ> C YR {0 xW (8.4)

i=m—+1 r=0

Pour tout 7 > 0 et pour tout i > 0, on a RMH+Tr+id C gmiltr+id 4 {6)} x W =
= . —
R {0} x W. Ainsi, U3, RmAITHA C RmAET L () x . Par minimalité de

Penveloppe semi-affine, on déduit I'inclusion saff({Ji3, RMELErHLAY C RmH”—i—{ﬁ)} xW.
On obtient ainsi 'inclusion (8.4).

9 éme étape : on montre I'inclusion réciproque de (8.4) :

A—1 9]
J Rt {0} x W C saff ( U 73) (8.5)
r=0 i=m+1
Considérons r > 0, notons S le semi-affine S = saff ((J;S, R™HT7+-2) et / Ientier v/ =
m + 1 + r. Pour tout ¢ > 0, on a RHEA C S La proposition 3.16 montre qu’il existe
une composante affine R, € comp(95) telle que RT+-A C R,. Comme 'ensemble des
composantes de S est fini, il existe une composante R, telle que l'ensemble I = {i >
0; R7+i-A C R} soit infini. On va prouver que la direction V(R,) contient W en prouvant
que les espaces vectoriels ¢;(1)(V}) pour j € J, Vo et Q.1 sont inclus dans V(R,).
Montrons que ¢;(1)(V;) € V(R,). Remarquons que si m < 2 alors ¢;(1)(V;) = {6)} et
I'inclusion est évidente. On peut donc supposer que m > 2. Pour tout 4,7 € I, pour tout
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J € J et pour tout v; € Vj, on a :

V(Rr) 5 (fr’-l-i.A(dl + Uj) B fT/+i/'A(d1 + Uj)) B (fT'—H.A(dl) B f?“/-l-i/.A(dl))
= B () — A ) € V(Ry)

Remarquons que pour k > m, le polynome ¢7" divise (X2 — 1), ainsi pour tout k > m,
on a (X2 —1)¥(l;) = 0. On a donc pour i > m — 1 :
G2 (o) = (L4 (X2 = 1)7X7) (1) (v))

=3 R — DRI (7))

k=0
Pour tout 4,7’ € I tels que 4,7/ > m — 1 et pour tout v; € V;, on a donc :

m—1
(CF = CH.(X2 = DHU)(I (vy) € V(Ry)

k=1
En appliquant le lemme 8.35, on obtient alors (X2 — 1)(l])(l;/(V])) C V(R,). Comme les
polynoémes X et @7 sont premiers entre eux, le lemme 8.36 montre que la fonction linéaire
l;, est injective et donc bijective. En particulier, on a l;l(VJ) = V;. On a donc prouvé
Pinclusion (X2 — 1)(1;)(V;) € V(R,). Posons J' = J\{j}. Comme X2 — 1 = ¢;Q ou
Q=1] jredt ¢jr, les polynémes @ et ¢; sont premiers entre eux. Le lemme 8.36 montre que
la fonction Q(I;) est injective et donc bijective. Ainsi (X2 —1)(1;)(V;) = ¢;(1;)oQ(1;)(V;) =
®j(1;)(V}). On donc bien prouvé que ¢;(1)(V;) = ¢;(1;)(V;) C V(R,).

Montrons que Vs C V(R,;). Pour tout couple i,i" € I et pour tout ve € Vi, on a :

FrrA (dy 4 voo) — f7 TR (dy + ve0) € VI(R,)
fr'+i.A(d1) . fr’—i—i'.A(dl) c V(Rr)
En prenant la différence de ces deux éléments de V' (R,), on déduit :
l;—H‘.A(UOO) - ZZ;HIA(UOO) €V(Ry)
Comme [ est infini, il contient au moins deux éléments distincts notés ¢ > i’. Comme les
polynomes Poo et X" 2 — X8 = XA (XU —1) = XAy i) ) O
sont premiers entre eux, le lemme 8.36 montre que la fonction linéaire [7;F+4 — [T 472 egt

injective et donc bijective. On a donc Ve, = (I8 — 74 AY (V) C V(R,).
Montrons maintenant que Q.z; C V(R,). Soit i > ¢’ dans I. On a :

FrEEA(dy) — A (dy) € VIR,)

Ainsi, Y5 AL 15 (x1) € V(R,). De ¢1(l)(Vi) € V(R,), on déduit en utilisant I'égalité
(8.1) que (i —4').A.x; € V(R,). Dot Q.z; C V(R,).
On a donc bien prouvé que W C V(R,). Considérons alors un indice i € I. De
!+ ] —
RIHA C R, et W C V(R,), on déduit R" 4 + {0} x W C R,. L'égalité (8.3) montre
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r' i A _ pm+l+r 2
que R +{0}xW=R + {0} x W. On a donc prouvé que pour tout r > 0,
N .
ona R™HH + {0} x W Csaff (Ui, RMFIHT+4) On a donc prouvé linclusion (8.5).

10 étape (finale) : en utilisant les inclusions (8.4) et (8.5), on déduit I'égalité suivante :

00 A—-1
saff( | ) RY) = (JR™ {0} x W
i=m-+1 r=0

]

Rappelons que 'objectif de cette sous-section est de donner un algorithme pour calculer
I’enveloppe semi-affine d'une relation affine. On doit donc généraliser le lemme précédent a
des relations affines R qui ne sont pas nécessairement des fonctions affines. On commence
par prouver les deux lemmes suivants.

Lemme 8.38
Soient R C R’ deux relations affines telles que D(R') C D(R) et V(R') C V(R'). Alors
R=TR.

Démonstration :
Considérons (z,y) € R'. On a alors z € D(R') C D(R). Ainsi, il existe y' € Q™ tel
que (z,y') € R. Comme R C R’, on a (x,y') € R'. Comme (x,y) et (z,y’) sont dans R/,
onay—y € V(R').De V(R') CV(R), on déduit y — ¢’ € V(R). Comme (x,y’) € R et
y—y € V(R), on a (z,y) = (z,9) + (H,y’ —y) € R. On a donc prouvé que R’ C R.
U

Lemme 8.39
Soient R et R’ deux relations binaires sur Q™ et W une partie de Q™. On a les deux
égalités suivantes :

RAR + ({0} x W)= (RR)+ ({0} x W)
(R+ (W x{0}).R =(RR)+ (W x {0}

Démonstration : .
Considérons (z,y") € R.(R' 4+ ({ 0 } x W)). Il existe alors y € Q™ telle que (x,y) € R
et (y,9/) € R+ ({0} x W). Ainsi, il existe Yy € Q™ et w € W tels que (y,y,) € R
et ¥ = y) +w. On a donc (z,y,) € R.R'. De (z,y) = (z,y;) + (ﬁ,w), on déduit
— —
(,y') € (R.R)+ ({0} x W). Réciproquement, considérons (z,y’) € (R.R))+({ 0 } x W).
Il existe alors y) € Q™ et w € W tels que (z,y)) € R.R et v =y, +w. Soit y € Q™
=
tel que (z,y) € R et (y,y,) € R'. De (y,¢) = (y,y,) + (0,w), on déduit (z,y") €
— ~ —
R.AR'+({ 0} xW)). On a donc prouve I'égalité R.(R'+({ 0 } xW)) = (R.R')+({ 0 } xW).
En prenant l'inverse de cette égalité, on déduit alors la deuxiéme égalité du lemme. (I

On peut alors prouver la proposition suivante qui aura comme corollaire le calcul en
temps polynomial de la relation saff*(R).
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Proposition 8.40
On a saff*(R) = saff(R*) pour toute relation affine R. De plus, on peut calculer en
temps polynémial une relation affine Rg qui commute avec R et telle que I'ensemble C =
{R".Ry; r > 0} vérifie :

— le cardinal de C est borné par (4.m)*™,

— les relations affines de C ont une taille bornée polynomialement en la taille de R,

— les relations affines de C sont deux a deux incomparables (pour C),

— la relation Ry.Rq est dans C, et

= saff(R) = (UZo R') U (Urree R')-

Démonstration :

Remarquons que si D(R*) = () alors R™ ! = () et on a dans ce cas saff*(R) = [JIL, R".
L’espace affine Rg = () convient. On peut donc supposer que D(R°) # (). La proposition
8.34 montre 'existence d’une fonction affine f : Q™ — Q™ calculable en temps polynémial
telle que pour tout i > 0, on a f(D(R*1)) C D(R?) et on a :

R' = {(z,2"); 2 € D(R'); ' € f'(x) + V(R")}
En particulier, on a f(D(R*°)) C D(R*) et on a pour tout i > m + 1,
R' = {(z,2); € D(RX); o’ € f'(x) + V(R™)}

Notons Ry la relation affine définie par Ry = {(z, f(z)); « € D(R*)}. La proposition
—

8.37 montre l'existence d'un espace vectoriel W C D(R°) calculable en temps polynomial

7 m+1+r Iy : 2.m
tel que f (W) = W et tel que {R} + {0} x W; r > 0} contient au plus (4.m)
espaces affines de taille polynomiale en la taille de R et tel que :

saff D Ry | = RPI+ {0} x W

jemt1 r>0
On a alors :
saff(R*) = (U R’) U saff ( U {(z,2'); z € D(R®); 2’ € fi(z)+ V(ROO)}>

=0 i=m-+1

= (G R’) U (saff ( G R}) + {6)} X V<ROO)>
i=0 i=m+1

B (G R) U [URFH+ {0} x W | 4+ {0} x V(R™)
i=0 r>0

i=0 >0
Montrons que pour tout ¢ > 0 on a :

RA{0IxW=R +WxW=R+W x {0} (8.6)
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Comme R' + {6)} x W et RE+ W x {6)} sont deux relations affines incluses dans
R+ W x W, il suffit de prouver les deux inclusions réciproques. Considérons alors (z,y) €
R+ W x W. Soient (w,w') € W x W et (2/,9) € R tels que (x,y) = («/,v') + (w,w’).
Comme (2/,9/) € RY, il existe v € V(RY) tel que v/ = fi(2') +v. On a alors (z,y) =
(2" +w, fi(z') +v —Lw’). Commencons par montrer que (z,y) € R + {6)} x W. Comme

—

. ; . —
FiW) €W, ona f'(w) € W. De (2,y) = (2 +w, f{@' +w)) + (0,0 + (w = fi(w)),
on déduit (z,y) € R% + {0} x (V(R) + W) = R* + {0} x W. Montrons alors que

. — —
(x,y) € R"+ W x {6)} Comme f*(W) = W, il existe w” € W tel que f*(w") = w'.
Dg (x,y) = E}El +w’, 1@+ w")) + (w —w",v), on déduit (z,y) € Ry + W x V(R') =
R*+ W x {0}. On donc bien prouvé I'égalité (8.6).

Posons Ry = R™! + W x W. Cette relation affine est dogc calculable en temps
polynomial. Le lemme 8.39 montre que R".Rg = R".(R™T1 + {0} x W) = RmF 4
{6)} x W. En particulier, on a prouvé que C = {R".Ro; r > 0} contient au plus (4.m)>™
relations affines de taille polynomiale en la taille de R. On a de plus I'égalité suivante :

saff (R*) = (U R) U ( U R’)
=0 R'eC
Montrons que Ry et R commutent en appliquant plusieurs fois I’égalité (8.6) et le lemme
8.39.0naRe.R = (R™ 1+ W x{0})R=R™H L Wx{0} =R {0} xW =
R.(R™1+ {0} x W) =R.Ro.
Montrons que Ro.Ro = R™ 1. R en appliquant plusieurs fois I’égalité (8.6) et le lemme
— —
839. Ona RoRo = (R™ + W x {0N.(R™ 4+ {0} x W) = REZ"2 L+ W x W =
R2mH2 4 L0} x W = R™L(R™L + {0} x W) = Ryns1.Ro.

En particulier, on a prouvé que saff(R*).saff(R*) C saff(R*). Par minimalité de la
relation semi-affine étoile, et comme saff(R*) C saff*(R), on a prouvé I'égalité saff (R*) =
saff*(R).

Il reste donc juste a prouver que les relations affines de C sont incomparables. Supposons
que R".Ry C R"”.Rg. Comme D(R".Rg) = D(R>®) = D(R" Ry) et que V(R".Ry) =
V(R®) +W = V(R".Ryp), le lemme 8.38 montre que R".Rg = R" . Roy. On a donc bien
prouvé que les éléments de C sont incomparables. [l

De la précédente proposition, on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 8.41

L’enveloppe semi-affine étoile saff*(R) d’une relation affine R est calculable en temps
polynémial en la taille de R et la taille de saff*(R). De plus, saff*(R) est une union finie
d’au plus (4.m + 1)2™ relations affines de taille polynémiale en Ia taille de R.

Démonstration :
Considérons une relation affine R calculable en temps polynomial vérifiant les hypo-
théses de la proposition 8.40. On considére alors la suite (R;);>0 définie par

m 1—1
R; = U R | U (U R".RO>
j=0

r=0
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La proposition 8.40 montre que la relation semi-affine R; est calculable en temps polynomial
en R et en ¢. Considérons le premier indice ig tel que R;,+1 = Ri,. D’apres la proposition
8.40, un tel indice existe et on a alors saff*(R) = R;,. Remarquons que si ig = 0 alors
I’algorithme termine bien en temps polynémial. On peut donc supposer que 79 > 1.

Montrons que les relations R".Rg pour r € {0,...,ig — 1} sont deux a deux incompa-
rables. Sl existe r, 7’ tels que R".Rg C RT/.RO, la proposition 8.40 montre que ’on a alors
R"Ro=R" Ro. Ainsi, par minimalité de 7g, on a r = r’. On a donc bien prouvé que les
relations R". Ry pour r € {0,...,iyp — 1} sont deux & deux incomparables.

Considérons C = {R".Rp; r € {0,...,i90 — 1}}.

Montrons que I'ensemble des composantes affines de saff*(R) contient C. Comme saff*(R) =
Ry, I'ensemble des composantes de saff*(R) est inclus dans ¢’ = {R% 0 <i < m}UC.
Pour montrer que C est inclus dans I'ensemble des composantes affines de saff*(R), on doit
donc prouver que les éléments de C sont des relations affines maximales pour la relation
d’inclusion dans C’. Comme les éléments de C sont deux & deux incomparables, il suffit de
remarquer que l'on ne peut pas avoir R".Ro C R’ pour i € {0,...,m}. En effet, dans ce
cas, Ry—1 = R, et par minimalité de ig, on a iyp < max(0,r — 1) ce qui contredit r < ip.

Comme C est inclus dans 'ensemble des composantes affines de saff*(R) et contient
ip relations affines, on déduit la majoration ig < card(comp(saff*(R))). On a donc prouvé
que la relation semi-affine étoile saff*(R) = R;, est calculable en temps polynémial en la
taille de R et en la taille de saff*(R). O

L’algorithme qu’on déduit du théoréme 8.41 & été implémenté dans 'outil FAST. Le
calcul de 'enveloppe semi-affine étoile a terminé sur les 40 exemples testés. Méme si en
théorie la taille de saff*(R) peut-étre exponentielle en m, dans la pratique, pour des rela-
tions affines issues de systémes & compteurs, on n’a jamais rencontré cette explosion.

8.5 Enveloppe semi-affine étoile d’une relation semi-affine

On présente un semi-algorithme qui calcule ’enveloppe semi-affine étoile d’une relation
semi-affine quand il termine. Toutes les relations semi-affines testées dans la pratique ont
fait terminer l'algorithme. Cependant, prouver sa terminaison est un probléme difficile de
type théoréme de Burnside (|MS77], [MZ75] [Jac78]).

Dans la sous-section 8.5.1, on présente ce semi-algorithme et on prouve sa correction.
Puis, dans la sous-section 8.5.2, on montre sa terminaison pour une large classe de systéemes
a compteurs comprenant les réseaux de Petri/transfert ([Cia94], [DFS98|) et les systémes
broadcasts (JEN98|, [Del00a|, [Del01], [Del00b]).

8.5.1 Un semi-algorithme

On montre dans cette sous-section que le semi-algorithme 3 est correct et calcule donc
I’enveloppe semi-affine étoile d’une relation semi-affine lorsqu’il termine.

La proposition suivante prouve la correction du semi-algorithme.
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Algorithme 3 Semi-algorithme de calcul de 'enveloppe semi-affine étoile d’une relation
semi-affine.

1: entrée : une relation semi-affine Ry.
sortie : 'enveloppe semi-affine étoile de Ry.

R «— URaEComp(Ro) saff*(R,)
tant que R.R € R faire

R URE,RbECOmp(R) saff*(R4.Rp)
renvoyer R

Proposition 8.42
L’assertion ZU Ry C R C saftf*(Ry) est un invariant du semi-algorithme 3. En particulier,
lorsqu’il termine, il renvoie bien I'enveloppe semi-affine étoile saff*(Ry).

Démonstration :
Pour montrer 'invariant R C saff*(Rg), il suffit de prouver que pour toute relation

semi-affine R C saff*(Ry), les deux relations semi-affines suivantes restent incluses dans
saff*(Ro) :

{ URaecomp(R) saff*(R,)
UR@ JRpEcomp(R) saff™ (Ra Rb)

Montrons la premiére inclusion. Pour toute composante affine R, € comp(R), on a R, C
R C saff*(Rp). Par minimalité de la couverture semi-affine étoile, on a saff*(R,) C
saff*(Rg). L'inclusion Ug, ccomp(ro) Sall" (Ra) € saff*(Ro) est donc prouvée. Montrons
la deuxiéme inclusion. Considérons deux composantes affine R,, Ry € comp(R). Comme
Ray Ry € R C saff*(Ry), on déduit R,. Ry C saff*(Ry).saff*(Ry) C saff*(Rp). Par mini-
malité de I'enveloppe semi-affine, on a alors prouvé la deuxiéme inclusion saff*(R,.Rp) C
saff*(Rp). Ainsi, l'invariant R C saff*(R) a été prouvé.

Pour montrer 'invariant Z U Ry C R, il suffit de remarquer que la suite des relations
semi-affines R, construite par 'algorithme, est croissante.

Comme a la ligne 7, on a R’R C R, la relation R est transitive. Comme de plus,
Ro € R, par minimalité de ’enveloppe semi-affine étoile, on a saff*(Rp) C R. L’invariant
R C saff*(Rp) prouve donc qu’a la ligne 7, on a R = saff*(Ry). O

Prouver que le semi-algorithme 3 termine est un probléme ouvert que I’on peut classer
parmi les problémes de type théoréme de Burnside. En effet, le lemme 8.43 montre que
I'on peut décider la finitude d’un monoide engendré par un ensemble fini de matrices de
M, (Q) en fonction de la structure de I'enveloppe semi-affine étoile d’'une relation semi-
affine (rappelons que la finitude du monoide engendré par un ensemble fini de matrices

carrées de M,,,(Q) est décidable ([MST77], [MZT75], [Jac78]).

Lemme 8.43

Soit F' un ensemble fini de matrices carrées de M, (Q). Considérons la relation semi-affine
Ro = Uprepli(z, M.z); x € Q™}. Les composantes affines de saff*(Rg) correspondent a
des fonctions affines si et seulement si le monoide engendré par F' est fini.
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Démonstration :
On note My le monoide engendré par F. Pour toute matrice M € M,,(Q), on note
R la relation affine sur Q™ définie par Ry = {(z, M.z); x € Q™}.

Supposons que les composantes affines de saff*(Rg) soient des fonctions affines. Ainsi,
pour chaque composante affine R de saff*(Ry), il existe une matrice Mz et un vecteur
vr tels que R = {(z, Mr.x + vg); © € D(R)}. On va montrer que Mp C {Mg; R €
comp(saff*(Rp))}. Considérons une matrice M € Mp. Il existe une suite finie (M;)1<i<n de
F telle que M = M; ... M,,. Comme Rj;, C Ro C saft*(Ry), par transitivité de saff*(Ry),
on a aussi Ry = Ry, - .- R, € saff*(Rop). La proposition 3.16, montre l'existence d'une
composante affine R de saff*(Rg) telle que Ryr € R. On a alors M = Mp. Comme
Mp C {Mg; R € comp(saff*(Rp))}, on a prouvé que le monoide Mg est fini.

Réciproquement, supposons que le monoide M g soit fini. Comme pour tout M € Mp,
on a Ry C saff™(Ry), alors Uy, R € saff™(Rg). Prouvons linclusion réciproque.
Comme [ Jy,c My R est une relation réflexive et transitive contenant R, par minimalité
de I'enveloppe semi-affine étoile, saff*(Ro) = U, e Mp R On a donc prouvé I'égalité
saff*(Ro) = Uprem, R En particulier, cela montre que les relations affines de saff*(Ro)
sont des fonctions. O

Probléme ouvert 8.44
Prouver la terminaison du semi-algorithme 3.

Cas des systémes a compteurs a monoide fini

Dans cette sous-section, on montre que 'algorithme 3 termine pour Ry = saff(Rg)
ol Rg est la relation d’accessibilité en une étape d’'un systéme a compteurs S & monoide
fini tel que saff(D,) = Q™. On prouve ainsi que Ienveloppe semi-affine étoile de la rela-
tion d’accessibilité d’un réseau de Petri reset/transfert (|Cia94|, |[DFS98|) ou d’un systéme
broadcast (J[EN9S8|, [Del00a], [Del01], [Del00b]) est calculable.

On considére un systéme a compteurs S a monoide fini tel que ’enveloppe semi-affine
de chaque D, est égale a Q™.

Remarque 8.45
Comme le montre la proposition 8.10, cette condition est vérifiée par les clos par le haut.
Cependant, elle n’est pas vérifiée pour les “tests-a-zéro”.

La couverture semi-affine saff(Rg) de la relation d’accessibilité en une étape Rg est
notée R. On note R, = {(z, Mg.x + v,); © € Q™} pour tout ¢ € 3. Pour un mot
o=aj...a, de ¥*, on note Ry = Rgq, ... Ra,-

On commence par caractériser la relation semi-affine R dans le lemme suivant.

Lemme 8.46
On aR =J,ex Ra-

Démonstration :
Considérons la fonction affine g, : Q™ — Q™ x Q™ définie par gq(z) = (z.My.x + v,).



Enveloppe semi-affine étoile d'une relation semi-affine 151

Comme Rs = [Jyex 9a(Da), on déduit du lemme 3.13 que saff(ga(Dy)) = ga(saff(Dy)).
Comme saff(D,) = Q™, on a prouvé le lemme. O

On peut alors prouver qu’il suffit de calculer la couverture semi-affine de R* pour
obtenir I’enveloppe semi-affine étoile de R.

Proposition 8.47
On a saff*(R) = saff(R*).

Démonstration :
Pour tout M € Mg, on définit Ly C ¥* et V3 C Q™ par :

Ly =AHar...an; n=20; My, ... M,, =M}

n
Vi = {ZM‘“ oo Mg, ey ar..an € Lo}
i=1

Remarquons que R* = U e p {(2, Moz); 2 € Q™) + {6)} x V. Ainsi, on a saff(R*) =
Unremst(@, Moa); z € Q) + {6)} x saff (V). Pour montrer que saff(R*) = saff*(R),
il suffit de prouver que saff(R*) est réflexive et transitive. Comme Z C saff(R*), il reste
donc a montrer la transitivité. On a :

saff(R*).saff (R*)

U (350 o ) (U i)

M,M'e Mg

{(z, My.x); = € Q}

B U U 0 x (M sa sa ’
MoeMg M, M' € Mg < +{0} (M H<VM)+ lcf(VM )) >

M'.M = M,
{(z, Mp.z); x € Q™}

= — /
MOLGJMS +{0} x U (M saff(Var) + saff (Var))
M,M' € Mg
M'.M = M,

D’apres les propositions 3.13 et 3.12, on a

U (M’ saff(Vis) + saff (Var)) = saff( U saff (M’ . Vi + Vi)
M, M € Mg M, M e Mg
MM = M, MM = M,

Pour montrer I'inclusion saff (R*).saff (R*) C saff(R*), il suffit alors de prouver que M'.Vy+
Vi € Vig,. Pour cela, on considére v € Vs et o' € Vi Par définition de Vi et
Vi, il existe un mot ap...a, dans Ly et un mot aj...a), dans Lyy tels que v =
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’
n / n _
>y Mo, o Mg, g et =300 My, .. My g Comme M, .. .Ma;l.Ma1 oM, =

M'.M = My, on a prouvé que @ ...al,.ai ...a, € Lpg,. On aalors Vi, 3 (Z;il Ma;.va;)—}—
MY My, ve; = v' + M'.v. On a donc bien prouvé l'inclusion M’ Vi + Vi € Vi,
Ainsi, on a prouvé la transitivité de saff(R*). La proposition est donc prouvée. U

Pour montrer que 'algorithme 3 termine, on va utiliser un automate dont les états
seront, étiquetés par des matrices du monoide Mg.

Lemme 8.48
Soit A un automate fini. Pour tout mot o € L(A), il existe une suite finie (0;)1<i<n de X*
et une suite finie (o;)1<i<n de N telles que :

— oo e L(A),
— o etoyt... o0 ont la méme image de Parikh,
— max(|o;|) < card(Q), et
~ n <1+ 2.card(X) Heard@)

Démonstration :

Considérons un mot o € L(.A). Il existe alors un chemin acceptant o noté P. On note E
'ensemble des cycles élémentaires de I'automate A. A tout triplet (p, ¢, s) ot p = (P;)o<i<k
est une suite finie de chemins, ¢ = (C;)1<i<k est une suite finie de cycles élémentaires, et a
s = (@)1<i<k est une suite finie de N* telles que Py.C{".P; ...C% Py est un chemin de A
dont 'image de Parikh de I’étiquette est égale & I'image de Parikh de o, on associe le couple
(Zf:o | P;|, k) de NxN. Considérons alors la relation d’ordre lexicographique sur Nx N notée
Kler €t définie par (z,k) <jep (2, k') si et seulement si (z < /) V ((z = 2') A (k < k). On
considére alors le triplet (p,c, s) dont le couple associé (z, k) est minimal pour la relation
d’ordre <je, (un tel triplet existe car N x N est totalement ordonné par la relation d’ordre
lexicographique).

Montrons par 'absurde que k& < card(Z)Card(Q)H. Comme l'ensemble E des cycles
élémentaires de A a un cardinal borné par card(X) 4@+ il existe dans ce cas i < i tel
que C; = Cy. Le chemin suivant contredit la minimalité de (z,k) en générant un couple
(x,k—1):

Py.CM.Pr.. P 1.C % Py Py_|.Py...C% P,

Montrons aussi par ’absurde que les chemins P; ont une longueur bornée par card(Q).
En effet, dans le cas contraire, il existerait un entier 4o tel que la longueur du chemin P, est
strictement plus grande que le nombre d’états de "automate A. On peut alors décomposer
le chemin P;, en P'.C.P" ou C est un cycle élémentaire. Le chemin suivant contredit la
minimalité de (z, k) en générant un couple (z — |C|,k+ 1) :

Py.CO'.Py...Co P.C.P".Cyyy...Co D

Comme max(|Pj|) < card(Q) et max(|C;]) < card(Q), et k < card(2) 4@+ o 4
prouvé le lemme. [l
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Proposition 8.49
Pour tout mot o € ¥*, il existe une suite finie (0;)1<i<n de ¥* telle que :

R, CRE, .. R,
max(|o;]) < card(Myg)
n < 1+ 2.(card(Mg).card(¥)) Heard(Ms)

Démonstration :

On considére 'automate déterministe A dont 'ensemble des états est le monoide fini
Mg et défini par A = (Mg, Mg x X,6,{[}, Mg) ou la fonction de transition ¢ est définie
sur ensemble des couples (M, (M’,a)) tels que M = M’ par §(M,(M,a)) = M.M,. Pour

Mi,a1)...(Mp,an
tout chemin P =1 (M,a1)...(Mn.an) M de I'automate A, on note op le mot op = az...a,
de X* et on note Rp la relation affine définie par :

Rp={(z,M.2); x € Q"} + {(W,Zszaz}
i=1

On montre par récurrence sur n > 0 que pour tout chemin P = I — M de longueur
|P| = n de Pautomate A, on a R,, = Rp. Pour n = 0, le seul chemin possible est
I 5 I et on a alors R, = Z. Ainsi, I'hypothése de récurrence est vraie pour n = 0.

Supposons donc cette hypothése vraie pour un entier n > 0 et considérons un chemin
I (My,a1)...(Mn41,an41) (Mq,a1)...(Mn,an)

M et M M’ soient deux chemins de 'automate A. Par définition de la fonction
de transition §, on a M’ = M.M,, et M = M, 1. De plus, par hypothése de récurrence,
ona Ry a, ={(z,Mx); 2 €Q"} + {(6), Yoy Miwg,}. De Ray.ansy = Ray.an-Raniis
on déduit Ry, o, = {(&, MM, 23 z € Q} +{0,57, Mi.va, + Ma,,,,}. Cela
démontre 'hypothése de récurrence au rang n+ 1. On a donc prouvé que pour tout chemin
P=1—M,onaRp="TRsp.

Considérons alors o € X*. Par définition de l'automate A, il existe un chemin P =
I — M tel que op = 0. Considérons 'automate A,; déduit de A en remplacant ’ensemble
des états finaux de A par le singleton {M}. D’aprés le lemme 8.48, il existe une suite
finie (0;)1<i<n de mots de X* et une suite finie (o;)1<i<n de N telles que of" ...c%" soit

I’étiquette d’'un chemin P’ de Ajp; de méme image de Parikh que I'étiquette de P et telles :

M'’. Considérons une matrice M € Mg telle que I
(Mn+1yan+l)

max(|o;|) < card(Mg)
n < 14 2.(card(Mg).card(X))Hoard(Ms)

On a alors Rp = Rpr. On déduit de cette égalité R, = Rp = Rpr =Rs,, SR, ... Ry .
O

On peut alors prouver que le semi-algorithme 3 termine sur U'entrée R.
Proposition 8.50

Le semi-algorithme 3 termine sur 'entrée R en temps double exponentiel en la taille du
monoide Mg.
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Démonstration :

On note R; la relation R avant I’exécution de la ligne 6 en fonction du nombre ¢ > 1 de
fois que la boucle “tant que” a été exécutée. Pour i > In(card(Mg))/In(2) et pour o € ¥* tel
que |o| < card(Msg), on a saff(R%) C R;. Posons n = 1+2.(card(Mg).card(X))!eard(Ms)
et ip = In(n.card(Mg))/ In(2). Pour tout i > i, et pour toute suite oy, ..., o, de LS@rdMs),
on a alors 'inclusion suivante :

saff(Ry,) .. .saff(R;, ) C Ry

D’aprés la proposition 8.49, on a alors R, C R; pour tout ¢ > ¢g. Ainsi, pour tout
i > g, on a saff(R*) = saff(U,c5« Ro) € R;. Or d’aprés la proposition 8.47, on a
saff*(R) = saff(R*). Ainsi, pour ¢ > ig on a saff*(R) C R;. Or d’aprés la proposition
8.42, on a R; C saff*(R). On a donc prouvé que pour i > ig, on a R; = saff*(R). Comme
saff*(R).saff*(R) C saff*(R), la condition de la boucle “tant que” n’est alors plus valide
pour i > ig. Le semi-algorithme 3 termine donc aprés ig itération de la boucle “tant que”.
Bornons alors la taille des relations semi-affines R; que 'on produit pendant I'exécution
de Palgorithme. Posons ¢ = 1 + (4.m + 1)%>™. En utilisant le théoréme 8.41, on obtient la
majoration suivante pour ¢ > 1 :

card(comp(Ri41)) < c.card(comp(R;))?

Le théoréme 8.40 et la proposition 3.23 montrent de plus que les composantes affines de
Rit+1 ont une taille polynémiale en la taille des composantes affines de R;. Il existe donc
une constante ¢’ et un entier m > 0 tel que pour tout 7 > 0, on a :

taille(R;41) < c.taille(R;)™

On a donc taille(R;) = O(card(Ro)™°). Comme m < n.card(Mg).In(m)/In(2), on a
prouvé que la taille des relations semi-affines calculées par ’algorithme ont une taille double
exponentielle en la taille du monoide. O

Théoréme 8.51
L’enveloppe semi-affine étoile de la relation d’accessibilité des systéme a compteurs suivant
est calculable en temps élémentaire (au plus triple exponentiel) :

— Les réseaux de Petri reset/transfert ([Cia94], [DFS98])

— Les systémes broadcasts ([EN9S], [Del00a], [Del01], [Del0OOb]).

Démonstration :

En effet, pour ces systémes & compteurs, le monoide Mg est un sous-monoide des
matrices reset/transfert. Ainsi, card(Mg) < (m + 1)™. Comme les domaines de défini-
tions D, sont des parties closes par le haut, la proposition 8.10 prouve que 'on a bien
saff(D,) = Q™. La proposition 8.50 prouve que le semi-algorithme 3 termine sur I'entrée
Ro = saff(Rg). De la proposition 8.42, on déduit que saff*(Rg) est calculable en temps
triple exponentiel. Enfin, comme saff*(Rg) = saff*(Rg) = saff*(RY), on a prouvé le théo-
réme. ]
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Remarque 8.52

Le semi-algorithme 3 a été implémenté. La complexité triple exponentielle n’a jamais été
rencontrée dans les études de cas que I'on a fait. On a méme obtenu des résultats en
quelques minutes de calcul. On peut donc raisonnablement penser que cette complexité
théorique n’est pas optimale.






CHAPITRE 9

Accessibilité par accélération

On étudie dans ce chapitre le probléme du choix des accélérations pour calculer I'en-
semble des états accessibles d'un systéme.

Les classes de systémes pour lesquelles ’accessibilité est un probléme décidable, sont
souvent trop restreintes pour pouvoir étre utilisées directement sur un systéme réel. En
effet, méme pour des systémes simples comme les réseaux de Petri reset/transfert, I’ac-
cessibilité est indécidable [DFS98|. L’accélération est une technique pour aider a décider
I’accessibilité pour ces classes de systémes indécidables, en cherchant & calculer I'ensemble
des états accessibles en itérant a la limite des composées d’actions [BW94].

L’accélération a fait objet de nombreuses études et implémentations [Tre, ABSO01,
APSY02, ASY01, Fas, BFLP03, Las|; l'accélération des “lossy chanel systems” utilise les
SRE |ABJ98|; pour les “FIFO chanel systems ”, on utilise des QDD [BGWW97, WB98| ou
des CQDD [Bou01]; pour les systémes répartis en anneau, des automates finis permettent
d’accélérer des transitions |BF|; pour les systémes & compteurs affines, I’accélération peut
se faire en utilisant des UBA (chapitre 4) [BW94, Boi, FL02].

Cependant, pour pouvoir effectivement utiliser les accélérations, il est important de
savoir les chotsir pour faire converger le calcul itératif de 'ensemble des états accessibles
par accélération.

Dans ce chapitre, on étudie ce probléme pour les systémes & compteurs affines. On
montre que 'on peut raisonnablement appliquer un algorithme de type “brute force” sur
I’ensemble des composées d’au plus k actions par une méthode de réduction exponentielle.

On trouve dans ce chapitre :

— une extension du résultat d’accélération de Boigelot des fonctions affines & des do-
maines de définition non-convexes, permettant la mise en place de technique de ré-
duction.

— une classe de systémes & compteurs (contenant les réseaux de Petri reset/transfert)
pour laquelle le nombre de composées d’au plus k actions est polynomial en k.
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— un exemple de systéme a compteurs effectif & monoide fini dont le nombre de com-
posées d’au plus k actions est exponentiel en k.

— une technique de réduction permettant de réduire les composées d’au plus k actions
d’un systémes & compteurs effectif & monoide fini, & un ensemble calculable en temps
polynomial en fonction de k.

— une classe de systémes & compteurs pour laquelle 'accélération suffit pour calculer
I’ensemble des états accessibles.

Dans la section 9.1, on définit I'accélération d’une composée d’action et on montre
sur un exemple comment calculer ’ensemble des états accessibles d'un systéme avec cette
technique. Comme nous utiliserons des parties de Z" définissables par des UBA, pour
rappeler des résultats d’accélération valables pour des fonctions affine définie sur tout Z™,
on étendra a Z", dans la section 9.2, quelques définitions données dans le cadre de N dans
les chapitres précédents. L’accélération d’une fonction affine est étudiée dans la section 9.3.
Enfin, dans la section 9.4, on étudie le probléme du choix des accélérations.

Définition de I'accélération

L’ensemble des états accessibles d’un systéme & compteurs n’est pas en général cal-
culable comme un point fixe de la suite croissante Post?k(X ) car elle peut ne pas étre
stationnaire (chapitre 7). Pour vérifier un tel systéme infini, on doit donc trouver une mé-
thode pour calculer, en un nombre fini d’étapes, un ensemble infini d’états accessibles. Pour
cela, on va accélérer des compositions d’actions (aussi appelées “meta-transitions” [BW94]
ou encore “exact widening” dans le cadre de l'interprétation abstraite).

Définition 9.1 i
L’accélération d’une composée d’actions o € ¥* d’un systéme S est la relation notée ~—
définie par

o*

L= (L)

Dans cette section, on va montrer sur I'exemple 9.2, comment ’accélération peut-étre
utilisée pour calculer 'ensemble des états accessibles.

Exemple 9.2
On considére un réseaux de Petri Sye = (N%, 3, (—4)aex) 0ot ¥ = {ew, er,, er,} et :

(c,z',b,ol,oQ)el>(c,i—1,b+1,01,02) sit>1
(C,i,b,Ol,OQ)ei}(c,i,b—l,Ol“l‘l,OQ) sib>1
(C,i,b,Ol,OQ)ei)(c,i,b—l,Ol,OQ‘i‘l) sib>1

On considére I'ensemble des états initiaux Xo = {(¢,4,b,01,02); (¢ =) A (b= 01 = 02 =
0)} C N°.

Cet exemple modélise un ‘“producteur consommateur” contenant un buffer b et deux
sorties o1 et o2. La transition ey (“Write”) permet d’écrire une lettre dans le buffer b alors
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que les transitions eg, et er, (“Read”) retire une lettre de b pour la sortir respectivement
dans o1 ou dans os.

Comme le montre le lemme 9.3, il est inutile de cherche & calculer Posty (Xo) comme

un point fixe de la suite Postéi (Xp) car elle n’est pas stationnaire.

Lemme 9.3
. <k *
Pour tout entier k > 0, on a Postg (Xo) # Posty (Xo).

Démonstration :

Soit k > 0. De (k+1,k+1,0,0,0) (k+1,0,0,k+1,0) et (k+1,k+1,0,0,0) €
Xo, on déduit (k+1,0,0,k 4+ 1,0) € Posty (Xo). Considérons alors un entier k' tel que
(k+1,0,0,k + 1,0) € Post?i/(Xo). Il existe 0 € N5F et (¢,¢,0,0,0) € X tels que
(¢,¢,0,0,0) % (k + 1,k +1,0,0,0). Par définition de S, la premiére composante étant
constante, on a ¢ = k + 1. De plus, comme la variable ¢ ne décroit de 1 qu’a chaque fois

que l'on utilise la transition ey, le nombre de ey dans o est égale a k + 1. En particulier
kK >|o| > k+1 et on a prouvé que (k+1,k+1,0,0,0) & Postfwk(Xo). O

k+1 k+1
W TRy

Cependant l'accélération des actions ey, er, et er, permet d’atteindre tous les états
accessibles de Postg(Xy).

Lemme 9.4
Pour tout x € Postfgpc (Xo), il existe xg € Xg tel que :

e* e* e*
w. B Ro
rg ————— &

Démonstration :
On commence par montrer que Posty (Xo) = X' ot X' = {(c,4,b,01,02); ¢ =
i + b+ o1 + o2}. Considérons donc (¢,i,b,01,02) € X'. Comme (c¢,¢,0,0,0) € Xp et
b+o1+o09 601 602

(C,C,0,0,0) R (Caiab+01 +027O7O) L (Caiab+0270170) i) (C7i7b701702)7

ona X' C Post*Spc. Montrons l'inclusion réciproque. Il suffit de prouver que pour tout
(¢,i,b,01,09) 2 ()i, 0}, 0h) tel que a € ¥ et (c,i,b,01,00) € X', ona (¢,i', b, 0),0) €
X'. Dans les trois cas a = ey, a = eg, et a = ep,, on a bien (¢/,7,V,0],0,) € X'. Ainsi
on a prouvé que Postg, (Xo) = X' et en particulier, on a prouvé le lemme. O

Pour pouvoir utiliser automatiquement cette technique d’accélération, il va falloir prou-
ver que :
— on peut effectivement représenter 'accélération de toute composée d’actions.
— on peut trouver les “bonnes composées d’action” & accélérer pour calculer I’ensemble
des états accessibles.
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Remarque sur les parties de Z™

Dans ce chapitre, nous utiliserons des parties de Z™. Pour étendre les résultats des
précédents chapitres sur les parties de N aux parties de Z™, on va établir le lien simple
entre les parties de Z™ et les parties de N2>, qui consiste & remarquer qu'un entier relatif
x € 7Z est la différence de deux entiers positifs v = 27 — 2~ avec 27,2~ € N.

Définition 9.5

On considére la fonction affine fy_z : N*™ — 7™ définie par fy_z (xf, Ty, xh ) =
+ - + -
(] —ay,...,zh —a).

Méme si les automates que nous obtenons par cette méthode ne sont pas aussi concis
que ceux que l'on pourrait obtenir, par exemple avec le complément a 2 ([Boi98]), nous
avons choisi cette méthode pour comparer simplement les résultats d’accélérations. Notre
objectif n’étant plus la concision mais I’expressivité.

Presburger-définissable

On s’intéresse aux parties de Z™ Presburger-définissables.

Définition 9.6
Une partie X C Z™ est Presburger-définissable en tant que partie de Z™, s’il existe une
formule de Presburger dont 'interprétation sur 7 définit X.

La proposition 9.7 est importante car elle montre la cohérence de la définition précé-
dente avec la définition des parties Presburger-définissables de N

Proposition 9.7
Une partie X C N est Presburger-définissable en tant que partie de N™ si et seulement
si X est Presburger-définissable en tant que partie de Z™.

Démonstration :

Considérons une partie X C N™. Supposons qu’il existe une formule ¢ dont Uinter-
prétation sur N est égale & X. En remplacant dans ¢ chaque quantificateur Jz ¢ par
Jz (x = 0N ¢o) et chaque quantificateur Yz ¢ par Vo (x < 0V ¢p), on obtient une formule
¢’ telle que z > 0A ¢’ définie sur Z la partie X. Réciproquement, supposons qu'’il existe une
formule ¢ dont l'interprétation sur Z est égale & X. En remplacant chaque quantificateur 3z
par dz 32, chaque quantificateur Vz par Vo ™Vz ™, et chaque variable x apparaissant dans
un terme ¢ par 27—z, on obtient une formule ¢’ telle que JzT3z~ ((z =2t —27) A ¢)
définie sur N la partie X. O

Enfin, on montre que la notion de parties de Z™ Presburger-définissables, correspond
a remonter par la fonction fy_z la notion de Presburger-définissable des parties de N>™,

Proposition 9.8
Une partie X C Z™ est Presburger-définissable si et seulement si fl\?_l)z (X) C N2™ est
Presburger-définissable.
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Démonstration :

Considérons une partie X C Z™. Supposons X Presburger-définissable. Il existe une
formule ¢ dont linterprétation sur Z est X. La formule 3z (x = 2t —27) A (z7 >
0) A (z= = 0) A ¢) définie sur Z la partie fN_iZ (X) qui est donc Presburger-définissable.
Réciproquement, supposons que fl\?_l)z (X)) est Presburger-définissable. Il existe alors une
formule ¢ dont I'interprétation sur Z est fi ', (X). La formule 32+ 32~ ((z = 27 —27) A
(xt = 0) A (xz~ = 0) A ¢) définie sur Z la partie X. O

BA-définissable

On définit la notion de représentation par un automate binaire d’une partie de Z™ en
remontant cette notion par la fonction fy_z.

Définition 9.9
Une partie X C Z™ est représentée par un automate binaire A si fl\?_l,z (X) est représentée
par A.

Il faut alors prouver la cohérence de la précédente définition pour les parties de N,

Proposition 9.10
Une partie X C N™ est représentable par un automate binaire A en tant que partie de

N™ si et seulement si X est représentable par un automate binaire A en tant que partie
de 7.

Démonstration :
La preuve est la méme que celle donnée pour le cas Presburger (cf proposition 9.7).

O

Polyedre

On rappelle la définition d’un polyédre de Z™.

Définition 9.11
Un demi-espace de Z™ est une partie X C Z™ telle qu’il existe un vecteur o € Q"™\{0} et
un rationnel ¢ € Q vérifiant X = {x € Z™; (z,a) < c}.

Définition 9.12
Un polyédre X de Z™ est une intersection finie de demi-espaces de Z™.

La cohérence de la précédente définition est prouvée par la proposition suivante.

Proposition 9.13
Une partie X C N est un polyédre de N™ si et seulement si X est un polyédre de Z™.

Démonstration :
Supposons que X soit un polyédre de N™. Il existe une partie finie /' C Q™ x Q
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telle que X = [, yer{z € N5 (o, x) < c}. Comme X = Niti{z € Z; (—e;,x;) <
0} ﬂ(a,c)EF{x € Z™; (a,z) < ¢}, lapartie X est donc un polyédre de Z™. Réciproquement,
supposons que X soit un polyédre de Z™. Il existe une partie finie F¥ C Q" x Q telle que
X = Neerlz € Z™; (o, z) < c}. Comme X C N, on a alors X =, ep{z €
N™: (a,x) < ¢}. Ainsi, X est un polyédre de N™.

Comme le montre la proposition suivante, la fonction fy_z permet de remonter la
notion de polyédre de N*™ en polyédre de Z™.

Proposition 9.14
Une partie X C Z™ est un polyédre si et seulement si fl\?iz (X)) est un polyédre.

Démonstration :
Supposons que X soit un polyédre. Il existe une partie finie F¥ C Q™ x Q telle
-1 -1
que X = (Nuepfr € Z™; (a,z) < c}. Comme [ 7 (X) = N oerfioz({z €
Z™; {(a,x) < c}), on peut supposer que X = {xr € Z™; (a,x) < c}. Dans ce cas
- =z = (xy,zy,...,x0 . x ) € ; (o, Insz (T < c¢y. Considérons o =
fNiZ(X) { ' ( Irv 1 ;’—m m) NQma < 7f ( /)> < } C idé '
(a1, =1, ..., Oy —i) € Q™ et remarquons que fy ', (X) = {2/ € N*™; (o/,2') < ¢}
U

Calcul d’'une accélération

Dans cette section, on s’intéresse au probléme du calcul de ’accélération d’une composée
d’actions d’un systéme a compteurs affine. Comme une telle composée est une fonction
affine, on commence par étudier dans la sous-section 9.3.1 D'accélération des fonctions
affines. Enfin, dans la sous-section 9.3.2, on montre que 'accélération de toute composée
d’actions d’un systéme a compteurs & monoide fini est effectivement représentable par un
UBA.

Accélération d'une fonction affine

Comme l'on souhaite accélérer des composées d’actions d’'un systéme & compteurs ef-
fectif affine, il est naturel de chercher a caractériser les fonctions affines dont 1'accélération
est effectivement représentable par un UBA.

Définition 9.15
Pour une fonction affine f : D — Z™ ou D C Z™ et une partie X C Z™, on pose

fH(X) = Ui>0 fi(X)-

B. Boigelot [Boi98| & donné une condition suffisante pour pouvoir accélérer une fonction
affine définie sur un polyédre (cette condition est de plus prouvée nécessaire dans le cas ot
le polyédre est égal a tout Z™).

Théoréme 9.16 (|Boi98])
Soit (f, M, v) une fonction affine décorée, définie sur un polyédre D C Z™, et a valeur dans
7™, telle que M et v sont a coefficients dans 7.
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Supposons qu’il existe p € N* tel que les deux conditions [B1] et [B2] suivantes soient
vérifiées :

— [B1] les valeurs propres de la matrice MP sont dans {0,1}, et

— [B2] la matrice MP est diagonalisable.
Alors, pour toute partie X C Z™ Presburger-définissable, f*(X) est effectivement Pres-
burger définissable. De plus, si D = Z™, les conditions [B1] et [B2| deviennent nécessaires
et suffisantes.

On a alors cherché & étendre le théoréme précédent a des domaines de définitions
UBA-définissables. Cette extension ( justifiée dans la section 9.4), est vraiment utile (c’est
le coeur de l'outil FAST) pour pouvoir accélérer efficacement des composées d’actions. En
effet, on montrera que cette extension permet de réduire exponentiellement le nombre de
composées de fonctions affines & accélérer.

On commence par montrer que les deux conditions (/B1/and [B2/) données par Boigelot
sont équivalentes a la finitude du monoide (M).

Lemme 9.17
Soit M € M,,(Z). Les deux conditions ([B1] et [B2]) sont équivalentes a la finitude du
monoide (M).

Démonstration :

Supposons qu’il existe un entier p € N* tel que les valeurs propres de MP sont dans
{0,1} et que la matrice MP est diagonalisable. Il existe alors une matrice P inversible et
une matrice diagonale A telle que M = P~L.A.P et A; € {0,1} pour tout 5 € {1,...,m}.
Ainsi, M?" = MP.MP = P"' A PP 'A.P =P ' A2P = P! A.P = MP. Le monoide
(M) est donc fini.

Réciproquement, supposons que le monoide (M) est fini. Il existe (a,b) € NxN* tel que
Mt = M. Considérons le plus petit entier d tel que d > ¢. De D'égalité M = M,
on déduit Me+t4P = A% En multipliant cette derniére égalité par M9~ on obtient
(M2 = MY, Ainsi, en posant p = d.b < (3 +1).b < a+b, on aprouvé que le polynome
X(X — 1) annule MP. D’aprés [AF88|, la matrice MP est diagonalisable et ses valeurs
propres sont dans {0, 1}. O

On peut alors démontrer 'extension du théoréme 9.16 a des domaines de définition
UBA-représentables.

Théoréme 9.18
Soit (f, M,v) une fonction affine décorée, définie sur un domaine D C Z™ représenté par
un UBA A, et a valeur dans 7.

Si le monoide (M) est fini, la relation ' € f*({x}) est effectivement représentable
par un UBA. De plus, si D est Presburger-définissable, cette relation est Presburger-
définissable.

Démonstration :
Rappelons que la notion de représentation d’une partie de Z™ par un automate binaire
est donnée par la définition 9.9.
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On consideére la fonction g : Q™ — Q™ définie par g(x) = M.x 4+ v pour tout = € Q™.
Comme le monoide {M? i > 0} est fini, il existe (a,b) € N x N* tel que MT> = M?,

Montrons par récurrence sur n > 0 que pour tout n € N et pour tout x € Q™, on
a g*tb(z) = ¢g%(x) + n.Mg*(0). Pour n = 0, la récurrence est prouvée. Montrons la
récurrence pour n = 1 car pour établir la récurrence, ce cas sera utilise. De ¢b(z) =
M.z 4 g*(0) et g*(x) = M.z + g*(0), on déduit ¢*t(z) = ¢%(¢°(x)) = MY (M .z +
g%(0)) +g*(0) = Mt 2+ ¢g*(0) + M®.g°(0). De M = M®, on déduit I'égalitée ¢®0(z) =
g%(z) +M?.g°(0). Considérons donc un entier n > 1 tel que g?+"*(z) = g%(z)+n.M*.g(0)
pour tout z € Q™. On a alors g*t("TD(z) = gatnb(gb(z)) = ¢%(gb(x)) + n.M*.g*(0) =
g%(z) + (n+ 1).M?.g%(0).

Ainsi, la partie G = {(i,z,2") € N x Z™ x Z™; z' = g'(x)} est définie par la formule
de Presburger suivante :

a—1
. V (@ =g @) AG=r)]
RS
g [an, [(n > 0) A ((a;' gAY A (i =a+ 1+ n.b))H
r=0
( a—1
Vi@ =g @) AG=r)
= Zf[l) (n>=0
\/ In | A =g (x) + n. M .gb(0))
r=0 A =a+r+n.b)

Ainsi, on peut construire effectivement 'UBA A(G). Remarquons que l'on a 2’ = fi(x)
si et seulement si 2/ = g¢’(z) et pour tout 0 < k < i on a g¥(x) € D. On considére
la partie H = {(k,z) € N x Z; ¢F(z) € D}. Comme (k,z) € H si et seulement si
(k= 0)A (325 ((k,z,2") € G) A (2' € D)), on peut effectivement construire 'UBA A(H).
Considérons enfin la relation R sur Z™ définie par xRz’ si et seulement si 2/ € f*(x).
Comme xRz’ si et seulement si Fi [(i = 0) A ((4,z,2") € G) AN (VE (0 < k < i) =
(k,x) € H)J, on peut construire effectivement 'UBA A(R). Remarquons enfin que si D
est Presburger-définissable alors R est aussi Presburger-définissable. ]

Remarque 9.19
On a ainsi étendu le théoréme 9.16 en considérant des domaines de définition non-convexes.

Remarque 9.20

Comme les domaines de définition des systémes a compteurs que 'on considére dans la
pratique sont Presburger-définissables, le théoréme précédent montre que si ’ensemble des
états accessibles Posty(Xo) n’est pas Presburger-définissable (par exemple dans [HP79))
alors un algorithme n’utilisant que des accélérations ne pourra jamais calculer cet ensemble.

Remarque 9.21
Il existe des fonctions affines dont le monoide n’est pas fini et dont I'accélération est
Presburger-définissable. Par exemple, I'accélération de la fonction affine f : {0,1} — N
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définie par f(x) = 2.z est un ensemble fini qui est donc Presburger-définissable mais le
monoide {2"; n > 0} n’est pas fini.

Probléme ouvert 9.22
Peut-on effectivement et efficacement caractériser les fonctions affines f dont I'accélération
est Presburger-définissable ?

Accélération d’'une composée d’actions

On montre que pour un systéme a compteurs effectif & monoide fini, I'accélération de
toute composée d’actions est effectivement représentable par un UBA.

Commengons par prouver que la finitude du monoide Mg est nécessaire dont le cas
d’un systéme affine dont les domaines de définition sont égaux a tout Z".

Proposition 9.23

Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de définition sont égaux a tout
Z™. Le systéme S est a monoide fini si et seulement si I'accélération de toute composée
d’actions est Presburger-définissable.

Démonstration :

Considérons un systéme a compteurs affine S dont les domaines de définition sont égaux
a tout Z™. Montrons que pour tout a € ¥, il existe une unique matrice M, € M,,(Q) et
un unique vecteur v, € Q™ tel que f,(x) = My.z 4+ vy. Comme 0 € Dg, on a v, = f,(0) ce
qui montre que v, est unique. De plus, comme pour tout i € {1,...,m}, le vecteur unitaire
e; est dans Dy, on a fy(e;) — f4(0) = M,.e;. La matrice M, est donc unique. On a de plus
prouvé que les coefficients de M, et v, sont dans Z.

Supposons que le systéme & compteurs S soit & monoide fini. L’accélération de o € ¥*
est la relation 2/ € f*({z}) ou f,(z) = M,.xz + v, pour tout z € D,, ou M, € Mg.
Le monoide engendré par M, est donc fini. D’aprés le théoréme 9.18, comme D, = Z™
est Presburger-définissable, la relation 2’ € f*({z}) est Presburger-définissable. Ainsi,
I’accélération de toute composée d’actions est Presburger-définissable.

Réciproquement, supposons que 'accélération de toute composée d’actions est Presbur-
ger définissable. Considérons M € Mg et montrons que le monoide engendré par M est
fini. Par définition de Mg, il existe une composée d’actions o € ¥* telle que M, = M. Par
hypothése l'accélération de o est Presburger-définissable. Ainsi, pour toute partie X C Z™
Presburger-définissable, la partie f, '(X) est Presburger-définissable. D’aprés le théoréme
9.16 et le lemme 9.17, le monoide {M?; i > 0} est fini. D’aprés le théoréme de Burnside
(IMZ75], [JacT8|, [MST77]), le monoide Mg est fini. Ainsi, le systéme & compteurs S est a
monoide fini. O

La proposition précédente montre qu’il est naturel de s’intéresser a la classe des systémes
a compteurs effectifs & monoide fini.

Théoréme 9.24

L’accélération de toute composée d’actions d’un systéme a compteurs effectif & monoide
fini est effectivement représentable par un UBA. Si de plus les domaines de définition du
systéme sont Presburger-définissables, alors I'accélération est aussi Presburger-définissable.
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Démonstration :

L’accélération de o € ¥* est la relation 2/ € fi({z}) ou f,(x) = My.z + v, pour
tout = € D,. Rappelons que M, = M, ...M,, ou (a;); est une suite de 3 telle que
0 = aj...a, Comme le monoide Mg est fini, le monoide engendré par M, est alors
fini. D’apres le théoréme 9.18, la relation 2’ € f({z}) est effectivement représentable par
un UBA. De plus, si pour tout a € X, D, est Presburger-définissable alors d’aprés la
proposition 7.19, le domaine de définition D, est Presburger-définissable. Dans ce cas la
relation 2’ € f¥({x}) est donc Presburger-définissable. O

On a donc prouvé que pour la classe des systémes & compteurs effectif & monoide fini,
Paccélération de toute composée d’actions est effectivement représentable par un UBA. 11
reste donc a expliquer comment choisir les composées d’actions a accélérer pour pouvoir
effectivement construire ’ensemble des états accessibles d'un systéme a compteurs.

Choix des accélérations

On a montré dans la section précédente que 'accélération de toute composée d’actions
est effectivement représentable par un UBA. Seulement, comme ’ensemble des composées
d’actions est infini, le choix des accélérations & considérer dans un calcul d’ensemble d’ac-
cessibilité, devient délicat. La stratégie que I'on va étudier dans cette section, est celle qui
consiste & se fixer & 'avance en entier £ > 0, correspondant & la plus grande longueur de
compositions d’actions que 'on va s’autoriser & accélérer. Il est en effet simple de modifier
un algorithme dont le k est fixé par un algorithme qui fait croitre de 1 'entier k£ a chaque
fois que le calcul semble diverger (dépassement de la mémoire autorisée, dépassement du
temps alloué, etc).

Définition 9.25
L’ensemble des composées d’au plus k > 0 actions d’un systéme a compteurs affine S est
I'ensemble des fonctions affines Fy(S) = {f5; |o| < k}.

On étudie le cardinal de Fj(S) en fonction de k dans la sous-section 9.4.1, en montrant
des cas polynomiaux et d’autres exponentiels. Enfin, dans la sous-section 9.4.2, on montre
comment réduire l'ensemble Fj(S) en un nouvel ensemble [Fj(S)] dont le cardinal est
toujours polynomial en k.

Cardinal asymptotique de Fj(S)

On étudie le cardinal asymptotique de F(S) en fonction de k. Remarquons qu’il est

s d(D)kF+1—1 - . RTI .
majoré par %. Cependant, les expérimentations que 'on a réalisées avec 1’outil

FAST, nous ont montrées que cette borne exponentielle dans le cas le pire n’est jamais at-
teinte en pratique. En effet, on observe plutot une taille de Fj(.S) polynomiale en k. Pour
expliquer ce décalage entre la borne exponentielle théorique et la borne polynomiale en pra-
tique, on caractérise les classes de parties de Z™ & intersection exponentielle, polynomiale,
ou constante.
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Définition 9.26
Pour une partie X C Z™, la classe I',,(X) de parties de Z™ est définie par :

LX) ={()(X=0v); VC{-n,... n}"}

veV

Définition 9.27
Une partie X C 7™ est a intersection exponentielle (resp. polynomiale, constante) si le
cardinal asymptotique de T',,(X) est exponentiel (resp. polynomial, constant) en n.

Remarque 9.28

La partie Z™ est & intersection constante car pour tout n > 0, on a I',(X) = {Z™}. La
partie X = {0} C Z™ est a intersection polynomiale car I',,(X) = {Z™,0} U {{b}; b €
Z™; ||bl| o, < n}. La partie X = Z™\{0} n’est pas a intersection polynomiale car I',,(X) =
{Z"\V; VC{-n,...,n}"}.

Dans la sous-section 9.4.1.1, on caractérise les parties de Z"" & intersection constante.
Puis, dans la sous-section 9.4.1.2, on montre qu’un polyédre est & intersection polynomiale.
On déduit de ce résultat que le cardinal asymptotique de Fj(S) est polynomial en k pour
les systémes a compteurs & monoide fini dont les domaines de définition sont des polyédres.
Enfin, dans la sous-section 9.4.1.3, un exemple de parties & intersection exponentielle mais
non polynomiale montrera que le cardinal de Fj(S) peut-étre exponentiel méme pour
un systéme a compteurs a monoide fini dont les domaines de définition sont Presburger-
définissables.

Les parties a intersection constante

On caractérise exactement les parties a intersection constante en montrant que ce sont
exactement les semi-réseaux.

Définition 9.29
Un semi-réseau X de Z™ est une partie de Z™ telle qu’il existe p € N* vérifiant X +p.Z™ =
X.

Remarque 9.30

Rappelons ([Tau92[) qu’'un réseau X de Z™ est une partie de Z telle qu’il existe une
partie finie P C Z™ telle que X = EpEP Z.p. Pour ne par rentrer dans trop de détails
techniques inutiles pour notre étude, on n’introduit pas la notion de réseau.

Le lemme suivant montre qu’'un semi-réseau est la répétition d’un méme motif dans
toutes les directions de p.Z™.

Lemme 9.31
Soient X un semi-réseau et p € N* tels que X + p.Z™ = X. On a l’égalité suivante :

X=Xn{0,...,p—1}"")+p2Z™
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Démonstration :

Considérons Y = X N{0,...,p — 1}". Comme X + p.Z"™ = X, on déduit de Y C
X Tinclusion Y + p.Z™ C X. Réciproquement, considérons x € X. Pour chaque ¢ €
{1,...,m}, notons y; € {0,...,p— 1} 'unique entier tel que x; — y; est divisible par p. On
a alors y € {0,...,p— 1}". De plus, par construction il existe z € Z™ tel que x —y = p.z.
Comme X + pZ™ = X, on déduit de y = x — p.z que y € X. Ainsi y € Y. On a donc
prouvé X CY + p.Z™. U

On peut alors caractériser les parties & intersection constante.

Théoréme 9.32
La classe des parties a intersection constante est la classe des semi-réseaux.

Démonstration :

Considérons un semi-réseau X. Il existe p € N* tel que X + p.Z™ = X. Pour toute
partie V' C {-n,...,n}", on a (),cy (X —v) = [Nyer (X —v)] + p.Z™. Posons By =
(Nyey (X =v))NA{0,...,p— 1} Le lemme 9.31 montre que (o (X —v) = By + p.Z"™.
On a donc prouvé la majoration card(T', (X)) < 2P™. Ainsi X est a intersection constante.

Réciproquement, considérons une partie X a intersection constante. Remarquons que
si X est vide alors X est un semi-réseau. On peut donc supposer que X est non vide.
Comme la suite (I';,(X))n>0 est une suite croissante pour I'inclusion, et de cardinal borné,
elle est stationnaire. Ainsi, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout n > ng, on a
[ (X) = Tno(X). La classe I'v(X) = (U, I'n(X) est donc finie. Pour tout i € {1,...,m},
comme (X —n.e;)p>0 est une suite de Pensemble fini I', (X)), il existe deux entiers distincts
n’ > n tels que X —n.e; = X —n’.e;. Posons p; =n’ —n € N*. On a alors X + p;.e; = X.
Considérons le pged p de tous les p;. Par construction de p, on a bien I'égalité X +p.Z™ = X.

O

Rappelons le lien entre la logique et les semi-réseaux dans le lemme suivant.

Lemme 9.33
Une partie X C Z™ est un semi-réseau si et seulement elle est définissable dans la logique

¢ :=t=clk]lp A\ dloV ¢|-¢.

Démonstration :
Soit X C Z™. Supposons qu'il existe p € N* et B C {0,...,p — 1} tels que X =
B + p.Z™. Pour prouver que X est dans la logique ¢ :=t = c[k]|d A ¢|p V ¢|—-¢, on peut
supposer que B est réduit a un point b € Z™. Or la formule A", (z; = b;[p]) définie la
partie b+ p.Z™.
Réciproquement, supposons que X soit définie par une formule ¢ dans la logique ¢ :=
t = c[k]|¢ A ¢|o V ¢|-¢. Considérons le pged p des entiers k intervenant dans la formule ¢
et remarquons que l'on a alors X 4+ p.Z™ = X. O

On a donc caractérisé les parties a intersection constante. Cette caractérisation sera
utile dans la sous section suivante pour étudier les parties & intersection polynomiale. En
effet, une partie & intersection constante est en particulier & intersection polynomiale.
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Les parties a intersection polynomiale

En montrant que la classe des parties & intersection polynomiale est stable par inter-
section finie, on prouve que tout polyédre généralisé (l'intersection d'un polyédre avec un
semi-réseaux) est a intersection polynomiale. On déduit de ce résultat que pour un systéme
a compteurs & monoide fini dont les domaines de définition sont des polyédres généralisés,
la taille asymptotique de Fj(.S) est polynomiale en k.

On commence par caractériser les fonctions affines laissant stable par image inverse les
parties a intersection polynomiale.

Proposition 9.34
Soit f : D — Z™ une fonction affine définie sur une partie D C Z™. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

— D est a intersection polynomiale.

— Pour tout X a intersection polynomiale, f~1(X) est a intersection polynomiale.

Démonstration :

Une des implications est évidente. En effet, si pour tout X & intersection polynomiale,
f71(X) est & intersection polynomiale, comme en particulier Z™ est & intersection polyno-
miale, la partie D = f~1(Z™) est & intersection polynomiale. Réciproquement, considérons
une fonction affine f : D — Z™ telle que D est a intersection polynomiale. Montrons que
pour tout X & intersection polynomiale, f~1(X) est a intersection polynomiale. Comme f
est une fonction affine, il existe M € M,,(Q) et a € Q™ tels que f(x) = M.x + a pour
tout x € D. On considére la fonction affine g : Q™ — Q™ définie par g(z) = M.z + a pour
tout z € Q™. On a :

NG =) = (g (X)N D) —v)

veV veV
= N (X)) (D - )
veV veV
=g (X =g@) (D =)
veV veV

Remarquons que si V = () alors ﬂvev(f_l(X) —wv) = Z". On peut donc supposer que
V # (). Considérons alors un élément vy € V. On suppose que (), oy, (f~H(X) — v) est non
vide. On va montrer que g(V) C g(vo) + Z™. Comme (), (f~1(X) — v) est non vide,
Iintersection (1,cy (X — g(v)) est non vide. Ainsi, il existe yo € (),cy (X — g(v)). Comme
vg € V, il existe zg € X tel que yo = z¢o — g(vp). De méme, pour tout v € V, il existe
z € X tel que yo = x — g(v). Ainsi, g(v) = g(vo) + (z — zp). Comme x — z¢g € Z™, on a
prouvé que g(V) C g(vg) + Z™. Posons W = g(V') — g(vp). On a alors :

NG X)) —v)=g" (9(%) +()(x —w))> (D —v)

veV weW veV

Majorons la norme infini des éléments de W en fonction de n. Soit w € W. Il existe v € V'
tel que w = g(v) — g(vo). Donc ||w||, < m.||M]||, -(||v|| + [|voll) < 2.m.||M]| .n. On
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a donc prouvé la majoration suivante :
card(T,,(f1(X))) <2+ (2.n+ 1)™.card(I'y m. a1 . (X))-card(I'n (D))

Ainsi, f~1(X) est a intersection polynomiale. O

On peut alors prouver le théoréme suivant, justifiant I’étude des parties & intersection
polynomiale.

Théoréme 9.35
Soit S un systéme a compteurs a monoide fini dont les domaines de définition sont a
intersection polynomiale. Le cardinal asymptotique de Fy(S) est polynomial en k.

Démonstration :

Considérons un systéme a compteurs a monoide fini (S, (Mg, vq)aex) défini sur des
domaines de définition & intersection polynomiale. On note g, : Q™ — Q™ la fonction
affine définie par g,(z) = My.x+v, pour tout x € Q™. On considére des entiers cg, dg € N*
vérifiant la proposition 7.13.

Considérons une suite (a;)1<i<n avec n > 1 de 3 et posons ¢ = ay ...ap, 09 =€ et 0y =
ai...a; pour i € {1,...,n}. La partie Iy, (0) = {i € {1,...,|o|}; My,_, = M; a; = a}
permet de décrire facilement le domaine de définition D, de la fonction f, :

—1 —1 -1
Dy = gy (Day) Mgy (Dag) N+ N g,-1(Da,)
= () (ds.M) '(ds.Dy - ds.vg,_,)
(M,a)
i€l(r,0)()
Comme dg.Z™ est un semi-réseaux, la proposition 9.32 montre que dg.Z™ est & intersection
polynomiale. En utilisant la fonction affine dg.Z™ — Z™ qui & x associe %.x, on déduit de
la proposition 9.34 que dg.D, est a intersection polynomiale. La précédente égalité montre

que le cardinal de {Do; [o| < k} est borné par [] s ) I'eg.k(ds.Da). Comme le cardinal de
{903 |o| < k} est borné par card(Mg).(2.cs.k 4+ 1)™, on a prouvé la majoration suivante :

card(Mg)
card(Fy(5)) < card(Mg).(2.cs.k + 1)™. (H card(FCS.k(dS.Da))>

Ainsi, card(Fy(S)) est majoré par un polynoéme en k. O

On se propose d’appliquer le théoréme précédent au cas des polyédres généralisés. Pour
cela, on va montrer que la classe des parties & intersection polynomiale est stable par
intersection finie et contient les demi-espaces de Z™.

Définition 9.36
Un polyédre généralisé est I'intersection d’un polyédre et d’un semi-réseau.

Remarque 9.37
Comme Z™ est un semi-réseau, un polyédre est un cas particulier de polyédres généralisés.
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Proposition 9.38
La classe des parties a intersection polynomiale est stable par intersection finie.

Démonstration :
Considérons une suite finie (X;);c; de parties a intersection polynomiale et posons
X = (Vier Xi Soit V .C {-n,...,n}™ ona:

X =v) =) (Xi =)

veV i€l veV

De I'égalité précédente, on déduit la majoration suivante :

card(I', (X)) < Hcard(Fn(Xi))
el

Ainsi, la partie X est & intersection polynomiale. O

Proposition 9.39
Tout demi-espace de Z™ est a intersection polynomiale.

Démonstration :

Soit X un demi-espace de Z™. Il existe a € Q™ et ¢ € Q tels que X = {z €
Z™; (a,z) < c}. Quitte & multiplier o et ¢ par un entier non nul assez grand, on
peut supposer que « € Z™ et ¢ € Z. Considérons une partie V.C {—n,...,n}™ non
vide. La partie (),cy (X — v) est alors définie par la formule (a,z) < ¢+ cy ol ¢y =
min({(a,v); v € V})). Comme |{a,v)| < /{a,a).\/(v,0) < /{a,a).n™, on a cy €
{=V{,a)n™, ... \/{,a).n™} N Z. Comme la partie [,y (X — v) est définie par la

formule (o, x) < ¢+ ¢y, on a prouvé la majoration suivante :

card(I', (X)) < 2.(\/{a,a).n™ + 1)

On a donc prouvé que card(I', (X)) est polynomial en n. O

Comme un polyédre généralisé est une intersection finie de semi-réseaux et de demi-
espaces, on déduit les corollaires suivants :

Corollaire 9.40
Un polyédre généralisé est a intersection polynomiale.

Corollaire 9.41
Soit S un systéme a compteurs & monoide fini dont les domaines de définition sont des
polyédres généralisés. Le cardinal asymptotique de Fy(S) est polynomial en k.

Le corollaire précédent explique pourquoi en pratique, le cardinal asymptotique de
Fy(S) est polynomial en k. En effet, sur plus de 40 exemples de systémes & compteurs
analysés avec FAST, seuls 2 ne rentraient pas dans le cadre du corollaire précédent (pour
ces deux exemples, le monoide est infini).
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Quand les domaines de définition du systéme S sont Presburger-définissables, on pour-
rait envisager de décomposer ces domaines comme une union finie de polyédres généralisés
(voir la proposition 9.42). Cependant, on ne sait pas décomposer efficacement une partie
Presburger-définissable représentée par un UBA en une union finie d’'UBA représentant
des polyédres généralisés (probléme ouvert 5.15).

Proposition 9.42
Une partie X C Z™ est Presburger-définissable si et seulement si c’est une union finie de
polyédres généralisés.

Démonstration :

Considérons une partie X Presburger-définissable. Il existe une formule de Presburger ¢
définissant X . Un algorithme d’élimination des quantificateurs montre que ¢ est équivalente
a une disjonction de formules de la forme A, .((o,2) < ¢) A\, x((,z) = c[k]). Ainsi,
X est une union finie de polyédres généralisés. Un polyédre généralisé étant Presburger-
définissable, la réciproque est immédiate. O

Remarque 9.43

La partie X = {2"; n > 0} est a intersection polynomiale. Il existe donc des parties a
intersection polynomiale qui ne sont pas Presburger-définissables. La caractérisation des
parties Presburger-définissables a intersection polynomiale est un probléme difficile.

Probléme ouvert 9.44
Caractériser les parties Presburger-définissables a intersection polynomiale.

Les parties a intersection exponentielle

A partir d’une partie Presburger-définissable & intersection exponentiel mais non poly-
nomial, on déduit un exemple de systéme & compteurs S & monoide fini dont les domaines
de définition sont Presburger-définissables et tel que le cardinal de Fj(S) est exponentiel
en k.

Lemme 9.45
La partie X = {(x1,72) € N, 21 # x5} n'est pas a intersection polynomiale.

Démonstration :

En effet, I',(X) contient toutes les parties (;c; X — (0,4) = ;e {(z1,22) € N% 21 +
i # xo} pour tout I C {0,...,n} avec 0 € I. Ainsi card(I', (X)) > 2" qui n’est donc pas
polynomial. O

Exemple 9.46
Soit Sexp = (N2, 5, (Rq)aex) le systéme a compteurs a monoide fini défini par ¥ = {a, b}
et par

(r1,22) —4 (T1,22) pour tout (z1,72) € {(z1,72) € N?; 21 # 12}

(w1, 22) —p (1 + 1,22) pour tout (r1,z2) € N2
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Proposition 9.47

Pour tout entier n > 1, on a card(F3.,(Sezp)) = 2".

Démonstration :
Soit n > 1. Considérons une partie I C {1,...,n}. Les suites (u!)1<i<n et (w!)i<icn
de ¥* sont définies par :

[:{bb siiel

b siigl

I e siiel
w; = .

b siigl

Soit o = (ulaw?) ... (ulaw!). Le domaine de définition D; de f,r est donné par 1'égalité

suivante :

Dy = {(z1,22) € N% @1 +2.(i — 1) + |w]| # z2}
=1

Considérons alors une autre partie I’ C {1,...,n} telle que I # I’ et montrons que
Dy # Dy . Soit il existe i € I tel que i & I’ soit il existe i € I’ tel que 7 € I. Par symétrie,
on peut supposer qu’il existe i € I tel que i € I'. Remarquons que (0,2.(: — 1) + 1) € Dy
alors que (0,2.(: — 1) + 1) € Dp. Ainsi, on a bien prouvé que Dy # Dp.

Comme pour toute partie I C {1,...,n}, on a |¢!| = 3.n, on a prouvé la minoration
card(F3.,(Sezp)) = 2". O

Réduction de Fj(S)

On a montré dans la précédente section que le cardinal de Fj(S) pouvait-étre expo-
nentiel en k. Pour obtenir une taille polynomial en k quelque soit le systéme a compteur &
monoide fini S, on va étudier dans cette section une méthode de réduction de 1’ensemble
Fy(S).

Dans la sous-section 9.4.2.1, on introduit la notion de réduction d’un ensemble de fonc-
tions affines décorées. Cette réduction est appliquée a I'ensemble Fj(S) dans la sous-section
9.4.2.2. On prouve alors que le réduit de F(S) est calculable en temps polynomial en fonc-
tion de k. Enfin, I'accélération des fonctions réduite est étudiée dans la sous-section 9.4.2.3.

Toutes les fonctions affines décorées (f, My, vy) de cette section sont définies sur une
partie Dy C Z™ et a valeur dans Z™.

Définition 9.48
Soient Fy et F deux ensembles de fonctions affines décorées. On note F1oFy = {fiofa; f1 €
Fi; fo € Fp}.
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Réduction d’un ensemble de fonctions affines décorées

A partir de deux fonctions affines f et g de méme décoration (f, M,v) et (g, M,v), on
peut construire une unique fonction affine décorée (h, M, v) dont le domaine de définition
est I'union des domaines de définition de f et g. Cette nouvelle fonction affine a de bonnes
propriétés vis-a-vis de ’accessibilité car pour tout X C Z™, on a :

f(X)Ug(X) = h(X)
FHX) U H(X) = h7H(X)

Aprés avoir défini la réduction, on montre que la réduction commute avec 'union et la
composition.

Définition 9.49
Le réduit d’un ensemble F' de fonctions affines décorées est I'ensemble [F| des fonctions
affines décorées (g, Mgy, vy) telles que le domaine de définition D, défini par I'égalité suivante

est non vide.
Dy = U Df

(f7Mf7Uf)eF
(Mywp)=(Mg,vg)

Proposition 9.50
Soit ' un ensemble fini de fonctions affines décorées. On a :

card([F]) < card(F)

Démonstration :
Par définition immeédiate du réduit. O

Le lemme technique suivant est utilisé pour démontrer que la réduction commute avec
I'union et la composition.

Lemme 9.51
Soient Fy et Fy deux ensembles de fonctions affines décorées tels que
— pour tout (f1,M,v) € Fy et pour tout x € Dy, , il existe (f2, M,v) € Fy vérifiant
x € Dy,, et
— pour tout (fa, M,v) € Fy et pour tout x € Dy,, il existe (f1, M,v) € Fy vérifiant
WS Dfl'
Alors [Fy]| = [Fy).

Démonstration :

Par symétrie, il suffit de montrer l'inclusion [Fi] C [F3]. Remarquons que si [F;] = ()
alors I'inclusion est triviale. On peut donc supposer que [Fi] # (). Considérons (g, M,v) €
[F1] et € D,. Par définition de Dy, il existe (fi,M,v) € F; telle que € Dy,. Par
hypothese, il existe (fo, M,v) € F; telle que x € Dy,. Par définition du réduit, il existe une
unique fonction affine ¢’ telle que (¢’, M, v) € [F3]. De plus, comme x € Dy,, on ax € Dy.
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On a donc prouvé que Dy C Dy. Considérons alors # € Dy . 1l existe (f2, M,v) € Fy telle
que x € Dy,. Par hypothése du lemme, il existe une fonction (f1, M,v) € F telle que
x € Dy, . Par définition du réduit, on a x € D,. Ainsi, D, = D,. Comme pour tout x € Dy
on a g(x) = M.x + v et pour tout € Dy on a ¢g'(x) = M.x + v, on a prouvé que g = ¢
Ainsi, (g, M,v) € [F3]. On a prouvé U'inclusion [F;] C [F]. O

Corollaire 9.52
Soient F7 et Iy deux ensembles de fonctions affines décorées. On a

[F1 U By = [[F1] U [F3]]

Proposition 9.53
Soient Fy et Fy deux ensembles de fonctions affines décorées. On a

[F1 o o] = [[F1] o [F2]]

Démonstration :

On va utiliser le lemme 9.51 pour prouver ’égalité.

Montrons que pour tout (g, M,v) € Fj o Fy et pour tout = € Dy, il existe (¢', M,v) €
[F1] o [F3] vérifiant © € Dy . Si pour tout (g, M,v) € FyoF; on a Dy = (), alors la propriété
est prouvée. On peut donc supposer qu'il existe (g, M,v) € Fi o Fy telle que D, # 0.
Considérons une telle fonction affine décorée (g, M,v) € Fy o F5 et un vecteur x € D,. 1l
existe (f1, My,v1) € Fy et (fa, Ma,ve) € Fy telles que (f1, My, v1)o(fo, Ma,v2) = (g, M, v).
De Dy, # 0, on déduit Dy, # 0 et Dy, # 0. Comme (f1,Mi,v1) € Fi et Dy # 0,
il existe (f{,Mi,v1) € [Fi1]. De méme, comme (fa, Ma,v2) € Fy et Dy, # 0, il existe
(f3, Ma,v2) € [F3]. Par définition du réduit, on a Dy, C Dy et Dy, C Dy . Posons
9" = fiof3.-De Dyo, € Dyropy, on obtient x € Dyr. Comme (g, M, v) € [F1]o[Fb], on bien
prouvé que pour tout (g, M,v) € FjoF, et pour tout € Dy, il existe (¢/, M,v) € [Fi]o[F]
vérifiant x € Dy,

Montrons alors que pour tout (g, M,v) € [F1] o [F3] et pour tout € Dy, il existe
(¢, M,v) € Fy o F, vérifiant © € Dy. Si pour tout (g, M,v) € [Fi] o [F3] on a Dy = 0,
alors la propriété est prouvée. On peut donc supposer qu'il existe (g, M,v) € [F1] o [F3]
telle que Dy # (). Considérons une telle fonction affine décorée (g, M,v) € [Fi] o [Fy] et
un vecteur x € Dy. Il existe (f1, M1,v1) € [F1] et (fo, Ma,v2) € [F] tels que (g, M,v) =
(f1, My, v1) o (f2, M2, v2). Comme x € Dy, on a x € Dy, et fo(x) € Dy, . Par définition du
réduit, il existe (f5, Ma,vs) € Fy telle que x € Dy, et il existe (f{, M1,v1) € Fy telle que
fo(z) € Dy Comme x € Dy, on a fao(x) = Ma.x+v2 = f5(z). Ainsi, on abien x € Dy/o .
Posons ¢’ = f{ o f;. Comme x € Dy et (¢, M,v) € F} o F3, on bien prouvé que pour tout
(g9, M,v) € [F1] o [F»] et pour tout = € Dy, il existe (¢', M,v) € Fy o Fy vérifiant € Dy.

D’aprés le lemme 9.51, on a prouvé I'égalité [Fy o Fy] = [[F1] o [Fy]]. O

Calcul polynomial en k de [F}(5)]

On va alors s’intéresser au réduit [Fj(S)] pour un systéme S a monoide fini dont les
domaines de définition sont UBA-représentables. En plus de prouver que le cardinal de
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cet ensemble est polynomial en k£, on montre qu’il est calculable en temps polynomial
en fonction de k. Cela est vraiment surprenant car I’on pouvait s’attendre a un cotit au
minimum exponentiel du a la taille des UBA représentant les domaines de définition des
fonctions réduites.

Par définition du réduit, on peut facilement montrer que le cardinal de [Fj(S)] est
polynomial en k.

Proposition 9.54
Pour tout systéme a compteurs S & monoide fini, le cardinal de [F}(S)] est en O(k™).

Démonstration :

Considérons un systéme a compteurs décoré (.S, (M, v )aex) & monoide fini. On consi-
dére cg,dg € N* vérifiant la proposition 7.13. Par définition du réduit, pour tout o € Xk,
il existe une unique fonction affine g telle que (g, My, v,) € [F(S)]. Comme dg.v, € Z™
et ||ds.vg|| < cs.k, ona:

card([F(9)]) < card(Mg).(2.cs.k +1)"

On a ainsi prouvé la proposition. (I

Aprés avoir défini la taille d’'un ensemble fini de fonctions affines décorées dont les
domaines de définition sont UBA-représentables, on montre que la taille de [Fj(S)] est
polynomial en k.

Définition 9.55
La taille d’un ensemble fini de fonctions affines décorées dont les domaines de définition
sont UBA-représentables est égale a :

taille(F) = Y taille(A(Dy)) + taille(My) + taille(vy)
(f\Mguwp)eF

Proposition 9.56
La taille asymptotique de [Fj,(S)] est en O(k*™).

Démonstration :
D’aprés la proposition 7.14, il existe une classe finie de parties Cg telle que pour tout
w € XF et pour tout 0 € X*, on a:

In(1+ |o]) 1

’w| =z M. IH(T‘) Yw (DO') € CS

De plus, d’aprés la proposition 7.13, il existe deux entiers cg,dg € N* tels que pour tout
o€ X* onadsv, € Z™ et ||dg.vs||,, < cs.lo].

Rappelons que le cardinal de [Fy(S)] est en k™ (proposition 9.54). Il suffit donc de
prouver que taille(Dy), taille(My) et taille(vy) sont en k™ pour (f, Ms,vs) € [Fi(S5)].
Comme taille(My) < max({taille(M); M € Mg}) et taille(vy) < In(1+dg)+In(1+cs.k),
il suffit de majorer taille(Ds) par une fonction en k™. Par définition du réduit, il existe
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une partie Uy C LS* telle que Dy = |J

w > m.lnl(nl(—:f), on a v, (Dy) dans la classe finie C de parties de N™ définie par

ocl; D,. Ainsi pour tout mot w € X7 tel que

c={J x; Fccs}

XeF
On a donc prouvé la majoration suivante :
1
taille(A(Dy)) < m(l + k)™ + card(C)
Ainsi, taille([F}(9)]) est en O(k*™). O

Pour calculer efficacement [Fy(S)], on ne va pas calculer [Fj(S)] en fonction de Fj(S)
car ce dernier peut étre exponentiel en k. En fait, en le calculant par récurrence en fonction
de [Fj—1(S)], on montre que 'on obtient un algorithme polynomial en k.

Proposition 9.57
Soit (S, (Mg, vq)eecx) un systéme a compteurs a monoide fini et Fg = [{(idzm,I,0)} U
{(fa, M4, v4); a € £}]. On a la récurrence suivante :

{m(sn — Fs
[Fi1(S)] = [Fi(S)] o Fs] pour k > 1

Démonstration :
D’aprés le corollaire 9.52 et la proposition 9.53, on déduit de Fj11(S) = Fi(S) o Fg,
Iégalité [Fp11(S)] = [[Fk(S)] o Fgl. O

On peut alors prouver que le calcul de [F}(S)] est polynomial en k.

Théoréme 9.58
Soit S un systéme a compteurs a monoide fini. L'ensemble [F,(S)] est calculable en temps
polynémial en fonction de k.

Démonstration :

Soit G un ensemble réduit de fonctions affines décorées. Par définition du réduit, pour
tout (M,v) € M, (Q) x Q™, il existe au plus une fonction affine g telle que (g, M, v) € G.
Quand une telle fonction existe, on la note G(M,v). Si une telle fonction n’existe pas, on
note G(M,v) = (g, M, v) la fonction affine décorée définie sur I'ensemble vide. On note
D¢ le sous ensemble des couples (M,v) € M,,(Q) x Q™ tels que G(M,v) n’est pas la
fonction définie sur I'ensemble non vide.

Posons G = [Fj(S)]. D’aprés la proposition 9.56, il suffit de montrer que 'on peut
calculer G471 en fonction de G en temps polynomial en fonction de k. La proposition 9.57
montre que Gi1 = [Gy o [Fs]] = [Gx o Fs] ott Fis = {(idzm, I,0)} U{(fa, Ma,va); a € T}.
Considérons l'ensemble Dy 1 défini par :

Dk+1 = {(MkM, Mp.v —i—vk); (Mk,’l)k) S DGk§ (M, U) S DF}
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On a alors l'inclusion Dg,,, € Dgi1 o Dyyq est calculable en temps polynomial en
fonction de k. De plus, pour tout (M’,v') € D1, le domaine de définition de la fonction
Gri1(M',v") est donné par :

DGkJrl(M,,'U/) = U f_l(DGk(Mk,vk))
(f,Mp)eF
(My,v5)€Dg,,
M/=M,.M
v/ =My v+

Pour chaque fonction affine décorée (f, M,v) € F, on considére 'UBA A; représentant
la relation 2’ = f(x). D’aprés le théoréme 7.3, on peut calculer pour toute partie X
représentée par 'UBA A(X), TUBA A(f~(X)) en temps O((taille(A(X)) + 1)taille(A),
Ainsi, A(Dg, ( M) est calculable en temps polynomial en & comme le montre I'égalité
suivante :

(0] H H (taille(A(Dgy (My,0'—My0))) + )taille(4y)
(f;Mv)er MpeMg
M'=Mj,.M

= O (baille( G ittt

L’ensemble Gy est alors calculable en temps polynomial en k en utilisant ’égalité sui-
vante :

Gra1 = U {(f',M',v'); Dy = Dg,., (v}
(M’ v')€Dg 41
Day ot w0

]

On a prouvé que l'ensemble [Fj(S)] est calculable en temps polynomial en k. Dans la
sous-section suivante, on montre comment utiliser cet ensemble pour calculer Posts(X) ou
Pre§(X) par accélération de fonctions dans [Fj(S)].

Accélération de fonctions réduites

On montre comment utiliser les fonctions affines de [F(S)] pour calculer I'ensemble
des états accessibles Post3(X) (I'ensemble Pre§(X') se calcule symétriquement).

Définition 9.59
L’ensemble des composées réduites d’au plus k > 0 actions d’un systéme a compteurs affine
décoré S est I'ensemble des fonctions affines [Fj(5)].

Rappelons que 'accélération de toute composée d’actions d’un systéme & compteurs
effectif & monoide fini est effectivement représentable par un UBA. Le théoréme suivant
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montre que méme aprés réduction, I'accélération des fonctions affines de [Fy(95)] restent
effectivement représentables par des UBA.

Théoréme 9.60

Soit S un systéme a compteurs effectif & monoide fini. L’accélération de toute fonction
atfine décorée de - o[Fi(S)] est effectivement représentable par un UBA. Si de plus les
domaines de définition du systéme sont Presburger-définissables, alors l'accélération est
aussi Presburger-définissable.

Démonstration :

Considérons un systéme a compteur S a monoide fini. Pour toute fonction affine
[ € UpzolFr(9)], il existe M € Mg et v € Q™ tels que f(z) = M.z +v pour tout x € Dy.
Comme Mg est fini, on déduit le théoréme du théoréeme 9.18. O

On définit la notion de partie calculable par accélération.
Définition 9.61

Soit S un systéme a compteurs décoré. Une partie X' est dite calculable a partie d’une
partie X :

—enn = 0 accélérations de longueur k s’il existe n fonctions affines f1, ..., f, dans
Fi(S) telles que X' = fro---o ff(X).
— en n > 0 accélérations réduites de longueur k s’il existe n fonctions affines ¢, ..., gn

dans [Fy(S)] telles que X' = g% o --- 0 g7 (X).

La proposition suivante est importante car elle montre que I'accélération de composées
réduites est exacte vis a vis de I'ensemble des états accessibles.

Proposition 9.62
Soit S un systéme a compteurs affine décoré et X une partie de Z™. Pour toute partie X'
calculable par accélérations ou par accélérations réduites a partie de X, on a :

X' C Post§(X)

Démonstration :

Il suffit de prouver que 'accélération de toute fonction de [Fj(S)] est une relation
incluse dans la relation d’accessibilité R§. Considérons une fonction (g, M,v) € [Fj,(S)] et
un couple (z,2’) tels que 2’ € g*({x}) et montrons que (z,2’) € RE. Il existe ¢ > 0 tel que
2’ = g'(z). Considérons la suite (2n)o<n<i définie par la récurrence zg = x et zp41 = g(zp).

Par définition du réduit, comme pour tout n € {0,...,7i — 1}, on a x, € Dy, il existe une
fonction affine (fy, M,v) € Fi(S) telle que x,, € Dy,. Ainsi, on a 2’ = f;_10--- fo(x). On
a donc prouvé que (z,z') € RE. O

Proposition 9.63

Soit S un systéme a compteurs affine décoré et X une partie de Z™. Si la partie Postg(X)
est calculable par n accélérations de longueur k, alors elle est aussi calculable par n accé-
lérations réduites de longueur k.
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Démonstration :

11 suffit de prouver que l'accélération de toute fonction de Fj(S) est une relation incluse
dans l'accélération d’une fonction de [Fj(S)]. Considérons alors une fonction (f, M,v) €
Fy(S). Remarquons que si Dy = () alors I'accélération de cette fonction est la relation
identité qui est incluse dans 'accélération de la fonction (idzm,I,0) € [Fi(S)]. On peut
donc supposer que Dy # (). Par définition du réduit, il existe alors une fonction affine
(9, M,v) € [Fi(S)] telle que Dy C D,. L’accélération de f est dans ce cas une relation
incluse dans l'accélération de g. (I

On obtient ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 9.64
Soit S un systéme a compteur effectif a monoide fini et X une partie représentée par

un UBA. Si Post§(X) est calculable par accélération réduite, alors on peut construire
effectivement 'UBA A(Postg(X)).

Démonstration :

Pour une suite finie s = g1, ... g, de fonctions affines de (J;~([F%(S)], on note X, =
gro---0gf(X). D’apreés la proposition 9.62, on a X; C Postg(X). Le théoréme 9.60 montre
que 'UBA A(Xj) est effectivement calculable.

Montrons que l'on peut effectivement décider si Xy = Postg(X). Comme X C X, C
Post§(X), on a I'égalité X = Postg(X) si et seulement si fo(X;s) € X pour tout a € X.
Ainsi, on peut décider I'égalité X; = Post§(X) en construisant les UBA A(f,(X5)).

Si Post(X) est calculable par accélération réduite, un algorithme qui énumeére toutes
les suites finies de (J;o[Fk(S5)] termine et calcule bien 'UBA A(Posts(X)). O

Cas ou l'accélération suffit a calculer la relation d’accessibilité

On s’intéresse a une classe de systémes a compteurs & monoide fini pour lesquels ’ac-
célération suffit pour calculer la relation d’accessibilité.

Théoréme 9.65

Soit S un systéme a compteurs & monoide fini dont les domaines de définition sont égaux
a tous Z™. Il existe n composées d’actions f1, ..., fn dans Fouqmg)(S) telles que xR’
si et seulement si :

2’ € fro-ofi({z})

De plus, on peut supposer que n est majoré par :

n < 3.(card(Mg).card(x)?) FeardMs)

Démonstration :
Commencons par prouver que M, et v, sont & coefficient dans Z. De 0 € D, = Z™,
on déduit v, = f,(0) € Z™. De méme, pour tout i € {1,...,m}, onae; € D, =Z™. Ainsi

Mg.e; = fo(ei) — fa(0) € Z™. Pour chaque composition d’actions o € ¥*, on considére la
relation affine R, définie par R, = {(z, My.x + v,); x € Q™}.
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Comme I'ensemble des mots £5ad(Ms) egt fini, on peut indexer cet ensemble LScard(Ms) —
{wi; 1 <i < c} ot ¢ = card(E5rdMs))} Considérons la relation R = R, -+ RE, .

Posons ng = 1 + 2.(card(My).card(X)) +eard(Ms),

Montrons que J,c5- Ro = R™. D’aprés la proposition 8.49, pour tout mot o € X*,
il existe une suite o1, ..., o,y de LS@AMS) tolle que n’ < ng et Ry C Ry, - -R(’;n,. Par
construction de R, pour tout i € {1,...,n'}, on a R} C R. On a donc |J, 5 Ry € R™™.
Comme de plus Ry, € U,ex- Ro pour tout i, par transitivité de |J, e+ Ro, on déduit
R - UJEZ* RU'

Remarquons que (U, ez Ro) N (Z™ x Z™) = R%. 1l suffit donc de prouver I'égalité
suivante :

* * no
R™ N (Z™ x Z™) = (&L)

Pour tout mot o € ¥*, on a R, N (Z™ x Z™) =7, Comme de plus Ryor = Ro. Ry et
27,=% . %, pour tout o,0’ € *, une récurrence sur ¢ montre que R N (Zm™ x72™) =

* * 70
< wy W,
_ e —y .
Par intersection de I'égalité |J, o5 Ro = R™ avec Z™ x Z™, on déduit le théoréme
avec n = c.ng ]

Remarque 9.66

Comme Z™ est Presburger-définissable, on déduit du théoréme précédent et du théoréme
9.60 que la relation d’accessibilité d’un systéme a compteurs a monoide fini dont les do-
maines de définition sont égaux a Z', est effectivement Presburger-définissable.

Remarque 9.67

On peut décider si la relation d’accessibilité d’'un VASS est Presburger-définissable ([Lam94]).
La question naturelle est de savoir si pour un tel réseau de Petri, 'accélération suffit a cal-
culer la relation d’accessibilité.

Probléme ouvert 9.68
Soit S un réseau de Petri dont la relation d’accessibilité est Presburger-définissable. Peut-on
calculer par accélération cette relation ?
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CHAPITRE 10

| outil FAST

Le “Model-Checking” est une technique utilisée pour vérifier des systémes critiques,
temps réel, embarqués. Il a donné lieu a la réalisation de nombreux outils efficaces tels que
SMV [Smv|, SPIN [Spi] ou DESIGN/CPN [Des| qui analysent des systémes dont I’ensemble
des états accessibles est fini. Mais les systémes réels sont souvent intrinséquement infinis
car ils utilisent des paramétres ou des structures non bornées.

FAsT ([BFLPO03]) est un outil qui vérifie automatiquement les systémes a compteurs a
monoide fini avec des fonctions affines Presburger-définissables. Cet outil calcule principa-
lement ’ensemble des états accessibles a partir d’'un ensemble d’états initiaux.

Rappelons que la vérification des problémes de type “safety” [EFM99] se réduit a l'ac-
cessibilité d'un état & partir d'un ensemble d’états initiaux. Comme ce probléme n’est
pas décidable en général ([DFS98]), aucune garantie de terminaison ne peut-étre donnée
pour un semi-algorithme calculant 'ensemble des états accessibles. Cependant, le semi-
algorithme implémenté dans FAST, utilisant les techniques d’accélération développées dans
le chapitre 9, a prouvé son intéret en calculant dans plus de 80% des cas (sur une base de
plus de 40 systémes a compteurs), une représentation symbolique de I’ensemble des états
accessibles.

L’outil FAST, est disponible librement dans sa version 1.0 a adresse |Fas|.

Comparaison avec les autres outils

Le tableau 10.1 donne un comparatif des outils d’analyse des systémes a compteurs &
états infini. Remarquons que FAST est le seul outil calculant ’ensemble des états accessibles
par des accelérations trouvées automatiquement. C’est en effet sur ce point que FAST se
distingue de LASH, en réduisant des composées d’actions qui ne peut-étre directement
implémenté dans ce dernier (les domaines de définitions des fonctions réduites ne sont
alors plus convexes [FL02|).
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8
\QUO_; )
!
2,
. : =
) Q 0
= - =
.8 - 8 - 8]
o » ] .2 g g
o & = et 3t * = RS
2, - 2 T2 |e| 2| 2 o
= & 2 S8 | & & | 8 2
F . M BA
[;:ST N Presburger T=MZT+7T oui | oui | oui | oui | oui [(I)g\[;[,S});]
LasH 7 polyedre T=M7T+ v | oui | non | oui | oui | oui | NDD [WB0O0]
[Las] R polyedre ¥ =M7oT+v oul | non | oui | oul | oui | RVA [BJWO1]
TREX Z x; Sxjtc il i fj e oul | non | oui | oul | oul [iigg/é]
[Tre] x; <c '
[ABSO1] | g T 2c iz B gj oul | non | oui | oul | non PDBM
BRAIN base & période
Bral N x; <xj+e T =M7T+7 | non | non | oui | non | oui | [GS66] [Huy85]
[Reu89]
BaByLon
[Bab] N x; < xj+e T =M7T+77 | non | non | oui | non | non | CST [DRB02|
[DRVO1]
HEE}ZTH R polyedre T =M7T+7 | non | non | oui | oui | non polyédre
NDD, BDD
CsL-ALv . . . | OMEGA,MONA
[Alv] Z Presburger Presburger non | non | oui | oui | oui [Ome]
[Bry92]

TAB. 10.1 — Tableau comparatif de différents outils de calcul d’ensemble d’états accessibles

Architecture

FAST prend en entrée un fichier contenant une description du systéme & compteurs a
analyser, et une stratégie permettant a 'utilisateur d’avoir “un contréle” de ce que FAST
doit calculer. On peut ainsi demander un calcul automatique de I'ensemble des états ac-
cessibles, ou réaliser des constructions plus avancées pour analyser incrémentalement des
systémes en les décomposant en plusieurs sous-systémes plus simples & analyser. Cette
derniére méthode a été utilisée avec succés pour vérifier le protocole TTP (section 10.3).

FAST est constitué de 7400 lignes de codes C-++-. Les ensembles Presburger-définissables
calculés par FAST sont représentés en interne par des UBA minimaux pour la base de
décomposition 7 = 2. On utilise la bibliotheque MoNA [KMS02] [Mon] pour manipuler les
UBA (intersection, complémentaire, quantification et minimisation). Les espaces affines
calculés par FAST sont représentés par la technique développée au chapitre 3. On utilise
les bibliotheques GMP |Gmp| et LIDIA |Lid| pour manipuler des matrices d’entiers non
bornés. Enfin, on utilise la bibliotheque GTL|Gtl] pour représenter les couvertures affines
et semi-affines ’'UBA.
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Etudes de cas

Le tableau 10.2 montre les résultats obtenus avec FAST sur un large spectre de systémes
a compteurs, allant du réseau de Petri & I'abstraction de programmmes “multi-threaded”
JAVA provenant en grande partie de [Del]. Pour 9 des systémes & compteurs, on n’a pu
calculer une représentation de I’ensemble des états accessible. On peut expliquer cette
difficulté par deux raisons. D’une part, on atteint les limites de la représentation symbolique
par UBA lorsque le nombre de compteurs devient trop grand, et d’autre part, on atteint
les limites de la réduction lorsque le nombre de transitions est trop important.

Dans les sous-sections suivantes, on étudie précisément deux systémes & compteurs :
le “Swimming Pool” et le “Moesi”. Le premier est intéressant car on doit accelérer des
composées d’actions de longeur 4 pour calculer 'ensemble des états accessibles. On a
choisit d’étudier le “Moesi”, car un calcul d’enveloppe semi-affine étoile permet de vérifier
ce protocole. Enfin, pour ces deux systémes, FAST calcule automatiquement une formule de
Presburger définissant I'ensemble des états accessibles & partir d'un UBA le représentant.

Swimming Pool

On considére le systéme a compteurs “Swimming Pool” S, ([FO97b], [FO97a|) défini
a la figure 10.1. C’est un réseau de Petri utilisant 9 compteurs dont 2 paramétres (un
parameétre est un compteur dont la valeur n’est pas modifiée par les transitions), notées
x1, ..., T7, p1, p2. L'ensemble des états initiaux X du Swimming Pool est la partie de N?
définie par la formule de Presburger suivante :

(1 =0)A(22=0)A(23=0)A (24 =0) A (5 =0) A (26 = pl) A (27 = p2)

On cherche a savoir si quelque soit la valeur des paramétres p; et ps, le systéme peut rentrer
dans un état bloquant. Rappelons que I'ensemble des états bloquants X3(.S) d’un systéme
S est défini par :

Xy(S)={r € FE;Vac V2’ € E (z,2') g%}

Dans le cas de S, I'ensemble des états bloquants est donc défini par la formule de Pres-
burger suivante :

(.1'6:0)/\((.%'1ZO)\/($7=O))/\($220)/\(3}'420)/\(.%'520)
La propriété (P) a vérifier est donc :
(P) :Vg1,q2 Posty (XoN{pi=aq Ap2=gq})NXp #0

Dans la sous-section 10.3.1.1, on calcule I’enveloppe affine étoile de Ss, avec FAST. Cette
enveloppe ne suffira pas a prouver ou infirmer la propriété (P). Dans la sous-section 10.3.1.2,
on montre que FAST calcule par acceleration un UBA représentant 1’ensemble des états
accessibles Postg (Xo). De cet UBA on déduit automatiquement que la propriété (P) est
vraie. Enfin, dans la sous-section 10.3.1.3, on prouve que I'ensemble des états accessibles est
non-quantifié et on calcule avec FAST une formule de Presburger non-quantifiée définissant
cet ensemble.
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TAB. 10.2 — Reésulats obtenu avec FAST sur un processeur Intel Pentium 933 Mhz avec 512Mo

) £

] = g g g kS| rS = S

Etude de cas g | B = g d 41 5| 4
Réseaux de Petri bornés
Producer/Consumer 5 3 0.41 2.37 7 3 1 3
Lamport ME 11 9 2.70 2.88 5 11 1 9
Dekker ME 22 | 22 21.72 5.48 5 36 | 1 |22
RTP 9 | 12 2.24 2.76 5 8 1] 12
Peterson ME 14 | 12 4.97 3.78 5 12 1 12
Reader/Writer 131 9 9.68 23.14 9 23 | 1 9
Réseaux de Petri
CSM 13 | 13 45.57 6.31 6 321 2|35
FMS 22 | 20 | 157.48 8.02 21 23 | 2 | 46
Multipoll 17 | 20 22.96 5.13 35 131 1 | 20
Kanban 16 | 16 10.43 6.54 4 2 1|16
Mesh2x2 32 | 32 | > 1800 - - - - -
Mesh3x2 52 | 54 | > 1800 - - - - -
Manufacturing system 7 6 > 1800 - - - - -
Manufacturing system (check deadlock freedom) | 13 | 6 | > 1800 - - - - -
PNCSA 31 | 38 | > 1800 - - - - -
extended ReaderWriter 24 | 22 | > 1800 - - - - -
SWIMMING POOL 9 6 111 29.06 30 9 | 4 | 47
Réseau de Petri Reset/Transfert
Last-in First-served 17 | 10 1.89 2.74 9 12| 1 | 10
Esparza-Finkel-Mayr 6 5 0.79 2.55 5 2 1 5
Protocoles Broadcasts
Inc/Dec 32 | 28 | > 1800 - - - - -
Producer/Consumer with Java threads - 2 18 | 14 13.27 3.81 13 53 | 1 | 14
Producer/Consumer with Java threads - N 18 | 14 | 723.27 | 12.46 58 86 | 2 | 75
2-Producer/2-Consumer with Java threads 44 | 38 | > 1800 - - - - -
2 types of producers and 2 types of consumers
Central Server system 13 | 8 20.82 6.83 5 11 ] 2 | 25
Consistency Protocol 12 | 8 275 7.35 7 9 3 |98
M.E.S.I. Cache Coherence Protocol 4 4 0.42 2.44 6 3 1 4
M.O.E.S.I. Cache Coherence Protocol 4 5 0.56 2.49 7 3 1 5
Synapse Cache Coherence Protocol 3 3 0.30 2.23 6 2 1 3
Tllinois Cache Coherence Protocol 4 6 0.97 2.64 6 4 1 6
Berkeley Cache Coherence Protocol 4 3 0.49 2.75 7 2 1 3
Firefly Cache Coherence Protocol 4 8 0.86 2.59 7 3 1 8
Dragon Cache Coherence Protocol 5 8 1.42 2.72 6 5 1 8
Futurebus+ Cache Coherence Protocol 9 | 10 2.19 3.38 12 8 1|10
Autres

lift controller - N 4 5 4.56 2.90 14 4 3120
bakery 8 |20 | > 1800 - - - - -
barber m4 8 12 1.92 2.68 5 8 1 12
ticket 2i 6 6 0.88 2.54 22 5 1 6
ticket 3i 8 9 3.77 3.08 7 10 | 1 9
TTP 10 | 17 | 1186.24 | 73.24 | 1140 | 31 | 1 | 17
TTP (ad hoc strategy) 10 | 17 | 246.67 | 72.87 | 1140 | 16 | 1 | 17
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Figure 10.1 Le “Swimming Pool” S,

Var = L1,T2,T3,T4, L5, L6, L7, P1, P2
.

tl:{xillel—i_l si(xg >1)
Tg=1Tg— 1
xh=x9+1
tg:{x’lxll Si($1>1)/\($721)
b =x7—1
xy =6+ 1
tg'{:ch3+1 si(xg > 1)
xh=x9—1
Ty =w4+1
t4:{:13’3:1:31, si(xg = 1) A (26 = 1)
zy =16 — 1
g =5+ 1
t5:{x'7x7+1 si(xq >1)
xy=x4—1
tg {m%:%—i_l si (x5 >1)
Ty =o5 — 1

10.3.1.1 Par enveloppe étoile

Comme S, est un réseau de Petri, la proposition 8.11 montre que I'enveloppe affine
étoile et 'enveloppe semi-affine étoile coincident. En utilisant I'outil FAST, pour calculer
ces relations, on trouve bien deux fois la méme définie par :

(P} = p1)A

(py = p2)A

(xh + of + ol + 2t = zo + w3 + x4 + 27)A

(x) + o + ) + 25 + xf = 21 + T2 + T4 + @5 + T6)

De cette relation affine, on déduit que I'ensemble des états accessibles Posty (Xo) est
inclus dans la partie de X’ C N? définie par la formule de Presburger suivante :
(21 + 2 + 24 + 25 + 26 = p1) A (T2 + T3 + T4 + 27 = p2)

Remarquons que pour tout (p1,p2) € N2, le couple (p1,0,p2,0,0,0,0,p1,p2) € X' N Xy 11
est donc possible que quelque soit la valeur des paramétres, le systéme puisse atteindre un
état bloquant. La sur-approximation X’ de Postfgsp(Xo) ne permet donc pas de valider ou
d’infirmer la propriété (P).

10.3.1.2 Par accélération

FAST parvient a calculer en moins d’une minute I'ensemble des états accessibles Post*ssp (Xo)
en utilisant des composées réduites d’actions de longueur 4. Comme le calcul diverge pour
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Figure 10.2 Effet de la réduction pour le “Swimming pool”

k | card(|S[SF) | card(Fy(Ssp)) | card([Fk(Ssp)]) | card([Ry(Ssp)])
1 7 7 7 7
2 43 36 21 16
3 259 156 56 28
4 1555 D78 126 47
5) 9331 1890 252 86

des composées de longueur 3, il semble que cette longueur soit nécessaire pour obtenir
I’ensemble des états accessibles.

Remarque 10.1

Rappelons que cette longueur 4 de cycles a aussi été observée dans [FO97b|. Par une
méthode différente, utilisant la “semi-commutation” des transitions, il a été prouvé que la
relation d’accessibilité de Sy, est égale a t7(tatst1)* (tats)* titi(tats)* (tatstats)* (tats)*tit;.

Le tableau donné a la figure 10.2, représente 'effet de la réduction pour le “Swimming
pool”. Il contient une colonne card([Ry(Ssp)]) qui correspond & une réduction non docu-
mentée dans cette thése qui consiste & ne pas considérer des composées f o g de fonctions
affines si f et g commutent. En effet, dans ce cas (f o g)* est égale a f* o g*. Remarquons
que le cardinal de [R4(S)] est 12 fois plus petit que celui de Fy(5).

On parvient ainsi avec FAST a prouver automatiquement la propriété (P) en calculant
P'UBA A(Posty, (Xo)). En effet, pour vérifier la propriété, il suffit de calculer 'UBA A(Y')
ol Y est donné par :

Y ={(q1,q2) € N I(a1,...27) € N; Posty, (Xo) N Xy # 0}

Et de vérifier que L(A(Y)) = X5

T

Synthése de formules

En utilisant FAST, en plus de pouvoir calculer 'UBA de ’ensemble des états accessibles,
on peut demander le calcul d’une formule de Presburger dans la logique des non-quantifiés
représentant cet ensemble (théoréme 5.40). Les semi-affines S; = saff ((5i(Postfgsp (Xo))) sont
alors donnés par :

S0 ={(z1+zatzatzs+rs=p1)A(z2+T3+TatT7=p2)}
{(z1=0)A(z2=0)A(z3+z7=p2) A(x4=0)A(x5=0)A(z6=0)A(p1=0)}

S1 = U{(z1+as+ae=p1)A(z2=0)A(z3=0)A(z4=0)A(z7=0)A(p2=0)}
U{(z1=0)A(z2=0)A(z3=p2) A(z4=0)A(z5=p1)A(26=0)A(27=0)}

Sy =10
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Figure 10.3 Le “Moesi” Syoesi

Var = m,o,e,s,1
4

d=s+e+1
o=o0+m

t1:qe =0 si(i>1)
m' =0
(i =i—1

tQ:{Tr/LI:m+1 si(e>1)
e =e—1
i'=i+m+et+s+o—1
m' =0

t3:¢e =1 si(s+o=1)V(i=>1)
=0
o' =0

Cela prouve que I'ensemble des états accessibles Post*ssp (X0) est non-quantifié et défini par
la formule de Presburger non-quantifiée suivante :

[(x1+m2+3:4+x5+x6:pl)A(x2+x3+m4+x7:p2)]/\
(1 =0)A (22 =0)A(z3+x7=p2) A(xg =0) A (25 =0) A (g =0) A (p1 =
- ((l’1+l’5+$6:pl)/\(xg:O)/\(l’g,ZO)/\(1’4=O)/\($7=0)/\(Z)2:0))\/
(1 =0)A (22 =0) A (z3 =p2) A (x4 =0) A (x5 = p1) A (16 = 0) A (27 =0))

Moesi

On étudie le protocole de cohérence de mémoire cache, le “Moesi” Sy, pesi [Del00a] [Del01]
représenté a la figure 10.3. C’est un systéme broadcast utilisant 5 compteurs : m, o, e, s,
7. L’ensemble des états initiaux Xy de ce systéme est défini par la formule de Presburger
suivante :

m=0)A(0=0)A(e=0)A(s=0)A(:>1)

On souhaite prouver que e + o n’est jamais strictement plus grand que 1. C’est une
propriété dite “d’exclusion mutuelle”. Notons Xp.q 'ensemble des mauvais états Xp,q =
{(m,o0,e,s,i) € N’ e+ 0> 1}. On doit prouver la propriété suivante :

Postg X0) N Xpga =0

moest (

Dans les sous-sections 10.3.2.1, 10.3.2.2 et 10.3.2.3, on montrera comment vérifier la
propriété (P) par trois méthodes différentes utilisant respectivement un point fixe de la suite
Pre?k (Xpad), un calcul de Posty  (Xj) par accélération, et une sur-approximation de

moest moest

la relation d’accessibilité de Sy,0esi par un calcul d’enveloppe semi-affine étoile.
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10.3.2.1 Par un calcul de Preék(Xbad)

Comme les fonctions affines f, sont définies sur des clos par le haut et que Xpqq
est un clos par le haut, le théoréeme 7.25 prouve qu’il existe un entier £ > 0 tel que
Pre?k(Xbad) = Prey(Xpqq). En calculant avec FAST cet ensemble on prouve automatique-
ment que Prey (Xpaq) N Xo = 0. Comme cette derniére propriété est équivalente a (P),
on vérifie ainsi automatiquement la propriété (P). Remarquons que 'on n’a pas calculé
I’ensemble des états accessibles Post’gmoesi (X0). Ainsi, pour vérifier une autre propriété
(P?), il faudra & nouveau faire un calcul d’états accessibles.

10.3.2.2 Par accélération

En accélérant les transitions du systéme Speesi, 'outil FAST calcule 'UBA A(Postg  (Xo))
en quelques secondes. En prenant l'intersection de I'ensemble Posty (X0) avec Xpqq o0
prouve automatiquement la propriété (P). En utilisant la synthése de formule implémen-
tée dans FAST, on déduit automatiquement de 'UBA représentant ’ensemble des états
accessibles, la formule de Presburger non quantifiée suivante :

[ (m=0)A(0=0)A(e=0))V
(m=0)A(o=1A(e=0)V | |
((m=0) Ao =0) A (e = 1)V
L (m=1)A(o=0)A(e=0))
~ (m=0)A(0=0)A(e=0)A(s=0)A(i=0))V
L ((m=0)A(o=1)A(e=0)A(s=0))

Remarquons que la formule précédente est “humainenement” plus facile & comprendre
que 'UBA A(Posty  (Xo)) a 25 états calculé par FAST.

moest

10.3.2.3 Par enveloppe semi-affine étoile

Remarquons que (P) est vraie si et seulement si la relation (Xo x Xpaq) "NRE est

vide ot Rs,,,...; = Uzex; —a est la relation d’accessibilité en une étape du Moes?of&linsi,
en calculant une sur-approximation R de Rgmesi telle que (Xo X Xpaq) "R = 0, on peut
prouver la propriété (P). On va montrer que I'enveloppe semi-affine étoile est suffisamment
précise pour déduire (P) alors que l'enveloppe affine étoile est trop large.

FAST calcule I'enveloppe semi-affine étoile saff*(Rg,,,..,) de la relation d’accessibilité

en une étape Rg = Uqes; —a, et produit la relation semi-affine suivante :

moest

(m'+e=0)A(s+i+d=m+e+s+i+0))V
(m'=m)A(=e)A(s=s)AN({# =i)A(d =0))V
(m'+e=m+e)A(=8)ANGE =i)A(d =0))V
(m+e=1A(=0A(m+o+e+s+i=i+1)A(d =0))

En remarquant (ou en calculant 'UBA associé) que la relation (Xox Xpaq)Nsaff* (R, ...) =
(), on déduit que la propriété (P) est vraie. Cependant, on ne peut pas faire de méme avec
I'enveloppe affine étoile. En effet, FAST calcule I'enveloppe affine étoile aff*(Rg, . ..) et

renvoie la relation affine suivante :

(m'+o+¢é +s+i'=m+o+e+s+i)
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La relation (Xg X Xpeq) Naff*(Rg

moest )

n’est alors pas vide.






CHAPITRE 11

Conclusions et perspectives

Nous avons défini une nouvelle représentation symbolique par automates, les UBA. Son
expressivité a été comparée a celle des NDD, une autre représentation symbolique par
automate, et nous avons montré que tout ensemble représenté par un NDD pouvait étre
représenté par un UBA plus concis. Sa structure a été étudiée et nous avons montré que
I’'UBA minimal représentant un sous-ensemble X est donné par des images réciproques
de X par des fonctions affines. De cette caractérisation algébrique nous avons développé
des algorithmes pour calculer des sur-approrimations d’ensembles représentés par UBA.
Un algorithme calculant [’enveloppe affine et [’'enveloppe semi-affine d’'un UBA en temps
respectivement polynomial et exponentiel a ainsi pu étre implémenté.

Ces approximations ont été utilisées pour faire la syntheése d’une formule de Presburger
a partir d'un UBA. En utilisant 'enveloppe semi-affine d’'un UBA, nous avons montré
qu’en temps exponentiel, on peut décider si un UBA décrit un ensemble définissable par
une formule de Presburger non-quantifiée, et nous avons montré comment calculer une telle
formule.

Nous avons aussi utilisé approximation d'un UBA pour généraliser la notion d’inva-
riants de place, définis pour les réseaux de Petri. Pour cela, la notion d’enveloppe affine
étoile et d’enveloppe semi-affine étoile a été introduite. Alors que ces deux enveloppes coin-
cident pour les réseaux de Petri, nous avons montré que dans le cas général des systémes
a compteurs, 'enveloppe semi-affine étoile est plus précise. Un algorithme polynomial de
calcul de I’enveloppe affine étoile d’un systéme & compteurs et un semi-algorithme de calcul
de I'enveloppe semi-affine étoile a été implémenté.

Nous avons étudié la structure des UBA représentant Pre§k(X ") en fonction de k. Bien
que de taille asymptotiquement exponentielle en k, sous une condition globale ou locale
sur S et X', nous avons pu établir qu’elle pouvait devenir simplement polynomiale. C’est
en effet le cas lorsque le systéme S est a4 monoide fini (condition globale), ou quand les
domaines de définition de S et ’ensemble X’ sont définissables dans la logique des inter-
valles (condition locale).
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Nous avons étudié le probléme du calcul de ’ensemble des états accessibles d’un systéme
a compteurs par des méthodes d’accélération (le choix des séquences a accélérer, le calcul
de laccélération). Nous avons complétement automatisé ces deux étapes (la premiére n’a
jamais été automatisée de fagon efficace). Pour cela, nous avons réduit ’ensemble (de taille
exponentielle) des composées de k actions a un ensemble (de taille polynomial) contenant
des fonctions calculables en temps polynomial (en fonction de k). En montrant comment
accélérer les fonctions de cet ensemble réduit, on a donné une méthode automatique de
calcul de I'ensemble d’accessibilité d’un systéme & compteurs par accélération.

Enfin, nous avons construit un outil de vérification de systémes & compteurs, FAST. Il
permet de calculer par accélération des ensembles d’accessibilité, de faire la synthése d’une
formule de Presburger & partir d'un UBA, de calculer des enveloppes affines et semi-affines
d’UBA et des enveloppes affines et semi-affines étoiles.

Plusieurs directions de recherche prolongeant cette thése sont ouvertes.

Une des directions est I'étude de représentations symboliques concises, combinant par
exemple, plusieurs UBA pour représenter un ensemble. On peut en effet construire des
suites finies d’"UBA dont 'union est un UBA de taille exponentielle. Pour réduire la taille
d’'un UBA en le décomposant de la sorte, une analyse structurelle de 'ensemble représenté
doit étre menée.

Une autre direction est l'utilisation de méthodes d’abstractions combinées avec des
méthodes d’accélérations. L’abstraction par prédicat construit & partir d'un systéme a
compteurs, un systéme fini. En utilisant des prédicats dépendant de variables entiéres,
I’abstraction d’un systéme & compteurs, reste un systéme & compteurs. L’intérét est de
pouvoir utiliser des abstractions plus fines. On pourrait alors calculer I’ensemble d’accessi-
bilité du systéme abstrait par accélération.

Enfin, une autre direction est I'extension de I'outil FAST, pour pouvoir vérifier des
systémes dont les variables sont hétérogénes : compteurs, files, pointeurs, variables réelles.
Des représentation symboliques et des techniques d’accélération adaptées restent a trouver.

Résumons les quatres principaux problémes laissés ouverts dans cette thése :

— (probléeme ouvert 9.68) Soit S un réseau de Petri dont la relation d’accessibilité est
Presburger-définissable. Peut-on calculer par accélération cette relation ?

~ (probléme ouvert 8.44) Prouver la terminaison du semi-algorithme 3 calculant ’en-
veloppe semi-affine étoile d’une relation semi-affine.

~ (probléme ouvert 5.15) Soit Cp la classe des automates binaires canoniques repré-
sentant des parties définissables dans la logique de Presburger. Pour tout automate
A dans Cp, on note [(A) la taille de la plus petite formule de Presburger dont 1’en-
semble des solutions est représenté par A. La fonction [(.A) est-elle bornée de fagon
élémentaire en la taille de A7

— (probléme ouvert 5.39) Trouver la complexité pour décider si un automate binaire
non ambigu représente une partie non quantifiée.

D’autres problémes techniques restent ouverts :
— (probléeme ouvert 4.64) Caractériser les parties UBA-représentables dont I’étoile est
UBA-représentable.
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— (probléme ouvert 7.27) Soit S un systéme a compteurs affine dont les domaines de
définitions sont clos par le haut et soit X’ un clos par le haut. Montrer que 'on ne
peut pas borner le plus petit & > 0 tel que Preék(X’) = Pre§(X’) par une fonction
élémentaire en taille(S) et en taille(A(X)).

~ (probléme ouvert 9.22) Peut-on effectivement et efficacement caractériser les fonc-
tions affines f dont ’accélération est Presburger-définissable ?

— (probléme ouvert 9.44) Caractériser les parties Presburger-définissables a intersection

polynomiale.
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