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CHAPITRE 1

Introdu
tion

L'obje
tif de 
ette thèse est d'apporter de nouvelles méthodes pour véri�er des pro-

priétés d'a

essibilité de systèmes à 
ompteurs. Nous employons le mot �méthode" pour

désigner un ensemble de théorèmes fondamentaux situant les problèmes dé
idables et indé-


idables ainsi que leurs 
omplexités, un ensemble de théorèmes d'algorithmique ainsi que

des heuristiques, 
hoisies après expérimentations, permettant d'implémenter ave
 e�
a
ité

les théorèmes pré
édents. Ces méthodes ont été implémentées dans un nouvel outil Fast.

Les systèmes à 
ompteurs 
ontiennent tous les automates à 
ompteurs et re
ouvrent

des objets di�érents 
omme les programmes et les modèles à variables entières. Les proto-


oles qui assurent la 
ohéren
e des mémoires 
a
hes [EN98, EFM99℄, [Del00a, Del01℄, les

proto
oles qui évitent la formation de 
liques dans le graphe de 
ommuni
ation d'un sys-

tème embarqué 
omme le TTP/C [BM02℄ et les programmes JAVA multithread [DRV01℄

sont des exemples de programmes qui ont été modélisés par des systèmes à 
ompteurs.

On peut aussi abstraire un proto
ole de 
ommuni
ation en un système d'automates où les


anaux de 
ommuni
ation sont représentés par un ensemble de 
ompteurs (un par type de

messages).

Même lorsque l'ensemble des états a

essibles d'un système à 
ompteurs est �ni, et

don
 que les problèmes d'a

essibilité sont dé
idables, 
es problèmes ne sont pas né
es-

sairement réellement solubles ave
 les ressour
es (temps CPU et mémoire vive) limitées

habituelles. Or l'ensemble des états a

essibles d'un système à 
ompteurs est souvent in-

�ni. En e�et, la borne des �les de 
ommuni
ation d'un proto
ole n'est pas toujours 
onnue

à l'avan
e, les variables entières peuvent aussi être non bornées (par exemple, le nombre de

retransmissions d'un message dans le proto
ole BRP) et l'ensemble des états initiaux peut

aussi être in�ni pour modéliser une in�nité de pro
essus ; en�n le modèle peut 
ontenir des

paramètres.

Bien que 
e modèle des systèmes à 
ompteurs soit très utilisé, il n'existait pas en 2000

d'outil permettant de 
al
uler automatiquement l'ensemble des états a

essibles. Seuls

Lash etTrex permettaient de 
al
uler l'a

élération d'une bou
le de 
ontr�le d'un système

à 
ompteurs (ave
 des gardes restreintes à des fragments de la logique de Presburger) ;


ependant 
es outils ne proposaient pas de pro
édure de 
al
ul de l'ensemble des états
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a

essibles.

Nous nous sommes �xés 
omme obje
tif, dès le début de la thèse, de 
onstruire un

outil 
al
ulant automatiquement l'ensemble des états a

essibles (et des approximations

supérieures, par union d'espa
es a�nes et des approximations inférieures, par a

élérations)

de systèmes à une dizaine de 
ompteurs.

Outils pour représenter des ensembles in�nis

La véri�
ation d'un système revient souvent à 
al
uler son ensemble d'a

essibilité.

Pour véri�er un système in�ni, il est ainsi important de pouvoir représenter des ensembles

in�nis d'états.

Représentations symboliques

Une représentation symbolique dé
rit de manière �nie une partie in�nie d'un ensemble.

De façon habituelle, une 
lasse de représentations symboliques doit satisfaire deux sortes

de propriétés :

� L'ensemble des états a

essibles �en une étape� (les Post et Pre) à partir d'un en-

semble, symboliquement représenté, doivent aussi pouvoir être dé
rits symbolique-

ment ; on demande de plus que 
es des
riptions puissent être 
al
ulées par un algo-

rithme (les ensembles sont alors dit e�e
tivement représentables).

� L'union de deux ensembles est e�e
tivement représentable. L'in
lusion entre en-

sembles représentés et le vide de l'interse
tion entre deux ensembles représentés

doivent être dé
idables.

Parmi les nombreuses représentations existantes, 
itons :

� les unions �nies de 
ontraintes fournissent une représentation symbolique des poly-

èdres, utilisées pour analyser les systèmes hybrides [HH95℄ [Hyt℄.

� Les DBM [Dil90℄ représentent des ensembles de valeurs d'horloges par une disjon
-

tion de �
ontraintes simples� de la forme x−y 6 c. Cette représentation a été étendue

aux CPDBM [AAB00℄ pour pouvoir ajouter des paramètres sur les 
ompteurs et des

variables entières. Les outils Uppaal et Trex, par exemple, [ABS01, Tre℄ implé-

mentent 
ette représentation pour véri�er les automates temporisés.

� Pour les automates à �le, des 
lasses d'expressions régulières et la logique de Pres-

burger ont été utilisées 
omme représentations symboliques : les CQDD [BH99℄, les

QDD [BGWW97℄, les SRE [ABJ98℄ et les SLRE [FPS03℄.

� En�n, pour les systèmes à 
ompteurs, les représentations symboliques des ensembles

semi-linéaires sont bien adaptées [Cia94, DJS99℄, [DRB02, ADG

+
02, Bab℄,[ST98℄,

[BGP97℄.

On s'intéresse aux trois représentations symboliques permettant de représenter tous les

semi-linéaires.

� Les formules de Presburger qui peuvent être simpli�ées par l'outil Omega [Ome℄,

ont été utilisées dans l'outil de véri�
ation Csl-Alv [Alv℄.

� Les représentation par bases/périodes [GS66℄ sont utilisées dans l'outil Brain [RV02,

Bra℄.
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� Les automates binaires, appelés NDD, RVA [Boi98, WB00℄ et DFA [BC96℄, per-

mettent de représenter tout ensemble semi-linéaire en dé
omposant un entier en

binaire ou plus généralement dans une base de dé
omposition r > 2 [BHMV94℄.

La 
omplexité des opérations ensemblistes di�ère pour les trois représentations symboliques

pré
édentes. Ainsi, alors que l'union de deux ensembles se représente e�e
tivement en temps

polyn�mial pour 
es trois représentations (linéaire pour les deux premières et quadratique

pour la dernière), l'in
lusion et le test du vide de l'interse
tion de deux ensembles est

2-expspa
e-dur pour les formules de Presburger, NP-
omplet pour les semi-linéaires et

quadratique pour les automates binaires.

Dans 
ette thèse, on étudie la représentation par automates qui est la seule représenta-

tion symbolique dont les opérations ensemblistes (sans 
ompter la proje
tion qui peut-être

exponentielle en théorie) sont polyn�miales.

Synthèse de formules

Pour 
omparer la taille des di�érentes représentations d'un ensemble semi-linéaire, on a

étudié le problème de la 
onstru
tion d'une représentation à partir d'une autre. Rappelons

que le passage d'une formule de Presburger à une représentation par bases/périodes [GS66,

FR74℄ ou par automates binaires [WB00℄ se fait en temps élémentaire, et que le passage

d'une représentation par bases/périodes à une représentation par formules de Presburger

se fait en temps linéaire. Cependant, on ne 
onnaît pas de borne élémentaire de 
omplexité

pour 
onstruire à partir d'un automate binaire, une formule de Presburger dé�nissant le

même ensemble.

Rappelons que les automates binaires permettent de représenter tous les ensembles

Presburger-dé�nissables, mais aussi d'autres ensembles dépendant de la base r > 2 de

dé
omposition 
hoisie [BHMV94℄. Ainsi, la synthèse d'une formule de Presburger à partir

d'un automate n'est pas toujours possible. Le premier problème naturel, est don
 de pouvoir

dé
ider si un automate représente un ensemble Presburger-dé�nissable. Ce problème a été

prouvé dé
idable dans [Mu
03℄. Naturellement, en énumérant les formules de Presburger et

en 
onstruisant les automates asso
iés, on pourrait synthétiser une formule de Presburger

à partir de tout automate représentant un ensemble Presburger-dé�nissable. Cependant, la

seule borne supérieure 
onnue de 
et algorithme est non-élémentaire et la synthèse d'une

formule en temps élémentaire reste un problème ouvert.

En remarquant qu'une formule de Presburger est une suite �nie de quanti�
ateurs

appliqués à une formule non-quanti�ée, le problème de la synthèse d'une formule non-

quanti�ée est un sous-problème naturel de la synthèse d'une formule de Presburger.

Pour 
e problème, on a prouvé les deux résultats suivants :

� On peut dé
ider en temps exponentiel si un automate représente un ensemble non

quanti�é (théorème 5.37).

� On peut synthétiser en temps exponentiel une formule de Presburger non-quanti�ée

à partir d'un tel automate (théorème 5.40).

Ce dernier résultat est intéressant 
ar il donne une ré
iproque au théorème de 
onstru
tion

d'un automate binaire en temps exponentiel en fon
tion d'une formule de Presburger non-

quanti�ée [BC96, WB95, WB00℄, montrant ainsi que les formules de Presburger et les

automates ont des tailles équivalentes, à un fa
teur exponentiel près, dans le 
as non-
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quanti�é.

Stru
ture et taille asymptotique des automates

Di�érentes implémentions de la représentation symbolique par automate (Mona, Fast,

Lash, Csl-Alv) ont permis de véri�er des systèmes à 
ompteurs ave
 des temps de 
al
ul

et une utilisation mémoire bien en dessous de la 
omplexité théorique attendue [BFLP03,

BB02, BB03℄.

Le 
al
ul de l'automate représentant les états a

essibles en une étape (Pre ou Post)
à partir d'un ensemble est en général exponentiel en sa représentation. En généralisant le

résultat de [BB03℄, nous avons montré que pour les systèmes à 
ompteurs déterministes,

le 
al
ul devient polyn�mial (théorème 7.3). Nous avons ainsi obtenu un début de réponse

expliquant la bonne �
omplexité expérimentale� de la représentation par automates. Ce-

pendant, si à 
haque étape, la taille de l'automate est doublée, après k étapes, la taille

de l'automate est multipliée par un fa
teur exponentiel en k. Pourtant, dans la pratique,

on n'observe pas une explosion exponentielle. Pour expliquer les expérimentations faites,

on s'est ainsi naturellement intéressé à la taille asymptotique de l'automate représentant

l'ensemble des états a

essibles en au plus k �étapes�.

Cette étude nous a permis de prouver deux résultats inattendus pour les systèmes

à 
ompteurs �à monoïde �ni� (une 
lasse de systèmes qui 
ontient tous les automates à


ompteurs).

� La taille asymptotique en k de l'automate représentant l'ensemble des états a

es-

sibles en au plus k étapes est polyn�mial en k (théorème 7.17).

� Le nombre de 
omposantes fortement 
onnexes non réduites à un état est borné

indépendamment de k (proposition 7.15).

Cette dernière 
ara
térisation montre l'intérêt d'implémenter une bibliothèque d'automates

utilisant les mêmes te
hniques que 
elles utilisées pour les BDD [Bry92℄.

Approximation de l'ensemble et de la relation d'a

essibilité

Lorsqu'un 
al
ul exa
t de l'ensemble des états a

essibles d'un système a é
houé, nous

utilisons des méthodes appro
hées en remarquant les points suivants :

� Le 
al
ul d'une sur-approximation, su�samment pré
ise, de l'ensemble des états

a

essibles d'un système, peut permettre de dé
ider une propriété d'a

essibilité

[BPR02, HJMS02℄.

� Une sur-approximation de l'ensemble des états �
o-a

essibles� à partir des états

�
ritiques� du système, permet de restreindre le 
al
ul exa
t des états a

essibles aux

états appartenant à 
ette sur-approximation [DRV01℄.

� D'une sur-approximation des états a

essibles, on déduit des relations entres les va-

riables d'un système permettant de le simpli�er [Ler03, MOS04℄.

Pour des 
lasses d'approximation (qui doivent être stables par interse
tion quel
onque),

on peut naturellement approximer un ensemble par le plus petit élément (pour l'in
lusion)

de la 
lasse d'approximation le 
ontenant. Plusieurs 
lasses d'approximations sont ainsi

dé�nies, 
omme les enveloppes a�nes [Ler03, MOS04℄, semi-a�ne et 
onvexes [Hyt℄, la


l�ture par le haut [FS01℄ et par le bas [BM99℄, et l'approximation 
artésienne [BPR01℄.
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Nous introduisons les représentations �stables par résidus� (si les langages asso
iés sont

stables par résidus).

En remarquant que la représentation par NDD n'est pas stable par résidu, nous intro-

duisons les UBA (�Unambiguous Binary Automaton�) qui représentent par des automates

ayant toujours moins d'états, les mêmes ensembles que les NDD (théorème 4.40). En mon-

trant que les enveloppes a�nes, semi-a�nes, 
onvexes, les 
l�tures par le haut et par le bas

sont des 
lasses d'approximations stables par résidus, on en déduit une méthode générale

d'approximation des ensembles représentés par des UBA. Ce
i nous permet en parti
ulier :

� de 
al
uler en temps polyn�mial l'enveloppe a�ne d'un UBA (
orollaire 4.68), et

� de 
al
uler en temps exponentiel l'enveloppe semi-a�ne d'un UBA (théorème 4.79).

Nous appliquons 
es te
hniques d'approximations, et nous montrons :

� 
omment généraliser la notion �d'invariants de pla
e� à tout système à 
ompteurs.

Comme dans le 
as des réseaux de Petri, une base de 
es invariants reste 
al
ulable

en temps polyn�mial (théorème 8.15).

� 
omment 
al
uler des �invariants disjon
tifs de pla
e�, permettant d'approximer �-

nement les systèmes à 
ompteurs utilisant �des transferts� entre les 
ompteurs (théo-

rème 8.51).

Cal
ul de l'ensemble d'a

essibilité

Le 
al
ul itératif des états a

essibles ne 
onverge pas en général pour un système in�ni.

En e�et, même pour des systèmes simples 
omme les réseaux de Petri reset/transfert,

l'a

essibilité est indé
idable [DFS98℄. Pour 
es 
lasses de systèmes, il n'existe don
 pas

d'algorithme permettant de 
al
uler exa
tement l'ensemble des états a

essibles. Nous


onstruisons un semi-algorithme 
al
ulant l'ensemble des états a

essible, et qui termine

souvent sur les études de 
as.

L'a

élération 
onsiste à 
al
uler la limite des 
omposées d'a
tions [BW94℄. Pour pou-

voir utiliser des te
hniques d'a

élération, la représentation symbolique doit être su�sam-

ment expressive pour que l'on puisse représenter l'e�et d'une a

élération sur un ensemble

d'états. L'a

élération des �lossy 
hannel systems� utilise les SRE [ABJ98℄ ; 
elles des �FIFO


hannel systems � utilise les QDD [BGWW97, WB98℄, les SLRE [FPS03℄ ou les CQDD

[Bou01℄.

Les NDD permettent d'a

élérer les 
omposées d'a
tions [BW94, Boi, FL02℄ des sys-

tèmes à 
ompteurs à monoïde �ni.

L'a

élération a fait l'objet de trois implémentations Lash [Las℄, Trex [Tre, ABS01,

APSY02, ASY01℄ et Fast[Fas, BFLP03℄. Cependant Lash et Trex demandent à l'utili-

sateur de donner les 
ir
uits à a

élérer.

Nous développons une méthode pour rendre automatique le 
hoix des a

élérations pour

les systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni. Nous montrons 
omment réduire les 
omposées

d'au plus k a
tions à un ensemble polyn�mial en k. Nous utilisons alors un algorithme de

type �brute for
e� sur l'ensemble réduit.

Nous montrons les deux résultats suivants :

� L'ensemble réduit des 
omposées d'au plus k a
tions est 
al
ulable en temps poly-

n�mial en k (théorème 9.58). Ainsi, 
et ensemble 
ontient des éléments qui ont une
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taille polyn�miale en k.
� Les a

élérations restent e�e
tivement représentables par UBA (théorème 9.24).

L'outil Fast

Fast 
al
ule automatiquement l'ensemble d'a

essibilité de plus de 40 systèmes à 
omp-

teurs : des abstra
tions de programmes Java, des proto
oles de 
ommuni
ation, des sys-

tèmes industriels. Fast a aussi permis d'analyser automatiquement le proto
ole embarqué

TTP/C à 2 fautes [BM02℄.

Fast 
ontient notamment :

� Un algorithme de 
al
ul, par a

élération, de l'ensemble des états a

essibles d'un

système à 
ompteurs ave
 une re
her
he automatique de l'ensemble réduit des 
om-

posées d'a
tions à a

élérer.

� Un algorithme de 
al
ul des invariants de pla
es d'un système à 
ompteurs.

� Un algorithme de synthèse de formules de Presburger permettant d'a�
her l'ensemble

des états a

essibles d'un système sous la forme d'une formule de Presburger.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

2.1 Les bases

Les nombres

L'ensemble des entiers positifs (respe
tivement stri
tement positifs) est noté N (respe
-

tivement N∗
), l'ensemble des entiers relatifs, aussi appelés entiers, est noté Z, l'ensemble

des rationnels est noté Q, l'ensemble des rationnels positifs ou nuls est noté Q+
, l'ensemble

des réels est noté R et l'ensemble des 
omplexes est noté C. La relation d'ordre sur R est

notée 6. Pour un sous-ensemble �ni F ⊆ R, on note max(F ) le plus grand élément de F
pour la relation d'ordre 6. Pour deux entiers i et j, l'ensemble des entiers 
ompris entre i et
j est noté {i, . . . , j} = {k ∈ Z; i 6 k 6 j}. Le plus grand 
ommun diviseur de deux entiers

p et q tels que (p, q) 6= (0, 0) est noté pg
d(p, q) > 1. Si pg
d(p, q) = 1, les entiers p et q
sont dit premiers entre eux. Tout rationnel q ∈ Q admet une unique é
riture irrédu
tible :

q = n/d où (n, d) ∈ Z × N∗
sont premiers entre eux. Le reste de la division eu
lidienne

d'un entier n par un entier q est noté n[q] ∈ {0, . . . , q − 1}. La valeur absolue d'un réel x
est notée |x|.

Les ensembles

Pour deux ensembles E et F , on note E ∩ F , E ∪ F , E\F et E × F respe
tivement

l'interse
tion, l'union, la di�éren
e et le produit 
artésien de E et F . On note E ⊆ F
si E est un sous-ensemble de F et on note E ( F si E est un sous ensemble stri
t de

F . L'ensemble vide est noté ∅. Le 
ardinal d'un ensemble �ni X est noté card(X) ∈ N.

L'ensemble des parties d'un ensemble X est noté P(X) et l'ensemble des parties �nies de

X est noté Pf (X).
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Les relations

Une relation R dans X ×X ′
est une partie R ⊆ X ×X ′

. On note xRx′ si (x, x′) ∈ R.
La 
omposée d'une relation R dans X × X ′

et d'une relation R′
dans X ′ × X ′′

, est la

relation R.R′
dans X ×X ′′

dé�nie par xR.R′x′′si et seulement si il existe x′ ∈ X ′
tel que

xRx′ et x′R′x′′. L'inverse d'une relation R dans X × X ′
, est la relation R−1

dé�nie par

xR−1x′si et seulement si x′Rx.
Une relation sur un ensemble X est une relation dans X ×X. La relation identité IX

sur X est dé�nie par IX = {(x, x); x ∈ X}. On note Rk
la relation sur X dé�nie par

l'indu
tion Rk = R.(Rk−1) pour k > 1 et par R0 = IX .

Une relation R sur X est :

� ré�exive si xRx pour tout x.
� symétrique si xRx′ implique x′Rx pour tous x, x′.
� antisymétrique si xRx′ et x′Rx implique x = x′ pour tous x, x′.
� transitive si xRx′ et x′Rx′′ implique xRx′′ pour tous x, x′, x′′.
� un pré-ordre partiel si R est ré�exive et transitive.

� un ordre partiel si R est un ordre partiel antisymétrique.

� un ordre total si R est un ordre partiel tel que pour tous x, x′, on a soit xRx′ soit
x′Rx.

� une équivalen
e si R est ré�exive, transitive et symétrique.

La fermeture ré�exive et transitive d'une relationR surX est la relationR∗ =
⋃

k>0Rk
.

Un ensemble totalement ordonné est un 
ouple (X,6) tel que 6 est une relation d'ordre

total sur X. Un ensemble �ni totalement ordonné sera noté X = {x1, . . . xcard(X)}.

Les fon
tions

Une fon
tion f est une relation dans X × Y telle que pour tout x ∈ X, il existe au

plus un y ∈ Y véri�ant (x, y) ∈ f . On note f(x) = y 
et élément. Une telle fon
tion est

notée f : D → Y où D est l'ensemble des x ∈ X tel qu'il existe y ∈ Y véri�ant (x, y) ∈ f .
L'ensemble de dé�nition de f est D et l'ensemble d'arrivée est Y . On dit qu'une fon
tion

f ′ : D′ → Y ′
étend une fon
tion f : D → Y si D ⊆ D′

et Y ⊆ Y ′
et si pour tout x ∈ D, on

a f(x) = f ′(x). La restri
tion d'une fon
tion f : D → Y à D0 ⊆ D est la fon
tion notée

f |D0 : D0 → Y dé�nie par f |D0(x) = f(x) pour tout x ∈ D0.

La fon
tion identité idX sur un ensemble X est dé�nie par idX(x) = x pour tout x ∈ X.

Soit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble D. L'image f(X) d'un ensemble X est dé�ni

par f(X) = {f(x); x ∈ D ∩ X} et l'image de f , noté Im(f), est f(D). L'image inverse

f−1(Y ) d'un ensemble Y est dé�ni par f−1(Y ) = {x ∈ D; f(x) ∈ Y }.
La 
omposée de deux fon
tions f : X → X ′

et g : X ′ → X ′′
est la fon
tion notée

(g ◦ f) : X → X ′′
dé�nie par (g ◦ f)(x) = g(f(x)) pour tout x ∈ X.

Une fon
tion est dite :

� surje
tive si pour tout y ∈ Y il existe x ∈ X tel que y = f(x).
� inje
tive si pour tous x, x′ ∈ X tel que f(x) = f(x′) on a x = x′.
� bije
tive si elle est inje
tive et surje
tive.

� inversible à droite s'il existe une fon
tion g : Y → X telle que f ◦ g = idY . Dans 
e


as g est appelée un inverse à droite.
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� inversible à gau
he s'il existe une fon
tion g : X → Y telle que g ◦ f = idX . Dans 
e


as g est appelée un inverse à gau
he.

� inversible si elle est inversible à droite et à gau
he.

Proposition 2.1

Une fon
tion f est bije
tive si et seulement si elle est inversible. Dans 
e 
as, l'inverse à

droite et l'inverse à gau
he 
oïn
ident ; on note alors f−1
l'inverse de f .

Les suites

Une suite u indexée par un ensemble I est notée u = (ui)i∈I où simplement u = (ui)i

quand il n'y a pas d'ambiguïté sur I. Le i-ème élément d'une suite u est noté ui. Une suite

�nie (ui)i∈I est une suite telle que I est �ni. Pour une suite �nie (ui)i de réels, on note

maxi∈I(ui) ou simplement max(ui) le plus grand élément de la suite (ui)i pour la relation

d'ordre 6 sur les réels.

Les ve
teurs

Un ve
teur v à m > 0 
omposantes dans un ensemble E est une suite indexée par

{1, . . . ,m} telles que vi ∈ E pour tout i. On note l'ensemble de 
es ve
teurs Em
(on

permet m = 0 pour éviter des 
as parti
uliers).

L'ordre partiel 6 sur Qm
est dé�ni pour tout 
ouple de ve
teurs u, v ∈ Qm

par u 6 v
si et seulement si ui 6 vi pour tout i. On note u + v le ve
teur w dé�ni par wi = ui + vi

pour tout i. De même pour un rationel q, on note q.u le ve
teur w dé�ni par wi = q.ui.

||x||∞ = max(|xi|) est la norme in�nie d'un ve
teur x ∈ Qm
et ||x||1 =

∑m
i=1 |xi| est la

norme un.

Le ve
teur nul 0 de Qm
est le ve
teur dont toutes les 
omposantes sont nulles. Le

ve
teur ej de Qm
est dé�ni par (ej)i = 0 si j 6= i et par (ej)i = 1 sinon. Les ve
teurs ej

sont appelés les ve
teurs unitaires de base de Qm
.

Le produit s
alaire de x, y ∈ Qm
est le rationnel 〈x, y〉 =∑m

i=1 xi.yi.

Les matri
es

Une matri
e M à m > 0 lignes et n > 0 
olonnes et à 
oe�
ients dans un ensemble

E, est une suite indexée par {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} telle que M(i,j) ∈ E pour tout (i, j).
L'élémentM(i,j) est appelé le 
oe�
ient deM en i-ème ligne et j-ème 
olonne. Cet élément

est aussi noté Mij . L'ensemble des matri
es à m lignes, n 
olonnes et à 
oe�
ients dans E
est noté Mm,n(E). Une matri
e 
olonne est un matri
e de M1,n(E) et une matri
e ligne

est une matri
e deMm,1(E).

Une matri
e 
arrée de taille m > 0 est une matri
e dont le nombre de lignes et le

nombre de 
olonnes sont égaux à m. L'ensemble des matri
es 
arrées de taille m est noté

Mm(E) =Mm,m(E).

La transposée d'une matri
e M ∈ Mm,n(E) est la matri
e notée M t ∈ Mn,m(E) et

dé�nie par M t
ji = Mij .

Étant donnéesM ∈Mm,n(C) et N ∈Mn,k(C), la matri
eM.N ∈Mm,k(C) est dé�nie
par (MN)ij =

∑

lMil.Nlj .
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Les ve
teurs de Cn
sont identi�és aux matri
es 
olonnes deM1,n(C). Ainsi, pour une

matri
e M ∈ Mm,n(C) et un ve
teur x ∈ Cn
, on note M.x le ve
teur de Cm

dé�ni par

(M.x)j =
∑

iMijxi.

La matri
e identité de Mm(Q), notée Im ou simplement I, est dé�nie par Iij = 1 si

i 6= j et Iij = 0 sinon.

Une matri
eM ∈Mm(C) est dite inversible s'il existeM ′ ∈Mm(C) telle queM.M ′ =
I ou M ′.M = I. Dans 
e 
as, la matri
e M ′

est unique et est noté M−1
. On a alors

M−1.M = M.M−1 = I.

Les polyn�mes sur C.

On note C[X] l'ensemble des polyn�mes sur C d'indéterminée X. Un polyn�me de C[X]
est noté P (X) ou simplement P . Le degré d'un polyn�me P non nul est noté do(P ) ∈ N.

Le produit de deux polyn�mes P et Q est noté P.Q. La 
omposée d'un polyn�me P par

un polyn�me Q est noté P (Q) où P ◦Q.

Taille des éléments

La taille d'un entier n ∈ Z est notée taille(n) = ln(1+|n|). On aurrais pu prendre 
omme

dé�nition de la taille d'un entier n la partie entière du logarithme en base 2 de 1 + |n|.
Seulement, à une 
onstante près, 
ette dé�nition est équivalente à 
elle donnée. C'est par

sou
is de simpli
ité que l'on a 
hoisi une taille qui peut ne pas être entière. La taille d'un

rationnel q dont l'é
riture irrédu
tible est q = n/d est notée taille(q) = taille(n)+taille(d).
La taille d'un ve
teur x ∈ Qm

est dé�nie par taille(x) =
∑m

i=1 taille(xi). La taille d'une

matri
e M ∈ Mm,n(Q) est notée taille(M) =
∑

i,j taille(Mij). La taille d'une partie �nie

F de Qm
est dé�nie par taille(F ) =

∑

x∈F taille(x). Remarquons que la taille peut-être un

réel qui n'est pas un entier.

Monoïde

Un monoïde est un 
ouple (E, .) où E est un ensemble non vide et . : E ×E → E une

fon
tion asso
iative (x.y).z = x.(y.z). On note Σ∗
le monoïde libre sur l'alphabet �ni Σ.

Le mot vide de Σ∗
est noté ε. Le monoïde engendré multipli
ativement par une matri
e


arrée M ∈Mm(Q) est dé�nit par 〈M〉 = {M i; i > 0}.

2.2 Les automates �nis

Un langage L est un sous-ensemble de Σ∗
. Un automate �nie A est un quintuplet

A = (Q,Σ,∆, I, F ) où Q est l'ensemble �ni des états, Σ est l'alphabet �ni des a
tions,

∆ ⊆ Q×Σ×Q est l'ensemble �ni des transitions, I, F ⊆ Q sont respe
tivement l'ensemble

des états initiaux et l'ensemble des états �naux.

Dé�nition 2.2

Pour tout état q d'un automate A = (Q,Σ,∆, I, F ), on dé�nit l'automate Aq par Aq =
(Q,Σ,∆, {q}, F ).
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En renversant les �è
hes d'un automate A et en é
hangeant les états initiaux ave
 les

états �naux, on obtient un nouvel automateA′
, appelé le 
o-automate deA = (Q,Σ,∆, I, F ),

dé�ni par A′ = (Q,Σ,∆′, I ′, F ′) où ∆′ = {(q′, b, q); (q, b, q′) ∈ ∆}, I ′ = F et F ′ = I.

Comme l'alphabet des automates utilisés dans 
ette thèse est toujours égal à Σr =
{0, . . . , r − 1} pour un entier r > 2 �xé (sauf à quelques passages bien pré
isés), on ne

prend pas en 
ompte les ensembles Σ et ∆ pour dé�nir la taille d'un automate. En e�et,


omme ∆ est un sous ensemble de Q× Σr ×Q, son 
ardinal est majoré par r.|Q|2.

Dé�nition 2.3

La taille d'un automate A est égale à son nombre d'états : taille(A) = |Q|.

Un automate déterministe A est un automate A tel que card(I) 6 1 et tel que pour

tout état q ∈ Q, et pour tout b ∈ Σ, il existe au plus un état q′ ∈ Q tel que (q, b, q′) ∈ ∆.

Un automate 
omplet A est un automate A tel que card(I) > 1 et tel que pour tout état

q ∈ Q, et pour toute a
tion a ∈ Σ, il existe au moins un état q′ ∈ Q tel que (q, b, q′) ∈ ∆.

Un 
hemin P dans un automate �ni A est une suite �nie

P = q0, (q0, a1, q1), . . . , qn−1, (qn−1, an, qn), qn

telle que (qi)i est une suite d'états de Q et ((qi−1, ai, qi))i est une suite de transitions de ∆.

On dit que P est un 
hemin étiqueté par le mot σ = a1 . . . an allant de l'état q0 à l'état qn.
Un tel 
hemin est noté par q0

σ−→ qn ou simplement q0 → qn. Étant donnés deux 
hemins

P = q
σ−→ q′ et P ′ = q′

σ′

−→ q′′, on note P.P ′
la 
on
aténation des deux 
hemins.

Le langage L(A) a

epté par un automate �ni A est l'ensemble des mots σ ∈ Σ∗

étiquetant au moins un 
hemin allant d'un état initial à un état �nal. Deux automates A
et A′

sont dits équivalents s'ils a

eptent le même langage. Un langage L ⊆ Σ∗
est dit

régulier s'il existe un automate A tel que L = L(A).
Un 
y
le C est un 
hemin C = q → q′ tel que q = q′. Remarquons que pour tout état

q, le 
hemin q
ε−→ q est un 
y
le.

En remarquant que la relation q → q′ est un pré-ordre partiel, on peut dé�nir la


lasse d'équivalen
e [q]A d'un état q par [q]A = {q′ ∈ Q; q → q′ et q′ → q}. Une telle


lasse d'équivalen
e est appelée une 
omposante fortement 
onnexe. Le pré-ordre partiel

→ induit sur les 
lasses d'équivalen
e un ordre partiel noté sans ambiguïté par → ; on a

ainsi C → C ′
pour deux 
omposantes fortement 
onnexes C et C ′

si et seulement s'il existe

un 
hemin allant d'un état q ∈ C à un état q′ ∈ C ′
.

Dé�nition 2.4

Le résidu (à gau
he) par un mot w ∈ Σ∗
d'un langage L ⊆ Σ∗

est la partie w−1.L de Σ∗

dé�nie par w−1.L = {σ ∈ Σ∗; w.σ ∈ L}.

Le résidu à droite n'étant pas utilisé, on ne rappelle pas sa dé�nition.

Théorème 2.5 ([Yu97℄)

Un langage L ⊆ Σ∗
est régulier si et seulement si l'ensemble de ses résidus est �ni. De plus,

tous les automates déterministes et 
omplets a

eptant L et ayant un nombre minimal
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d'états sont égaux, à permutation près des états, à l'automate A(L) dé�ni par :






















A(L)= (Q(L),Σ,∆(L), I(L), F (L))
Q(L)= {σ−1L; σ ∈ Σ∗}
∆(L)= {(q, a, a−1.q); q ∈ Q(L); a ∈ Σ}
I(L) = {L}
F (L)= {q ∈ Q(L); ε ∈ Q(L)}

2.3 Les sous-espa
es ve
toriels de Qm

Rappelons qu'un sous-espa
e ve
toriel V de Qm
est une partie de Qm


ontenant le

ve
teur nul et telle que pour tous x, x′ ∈ V , et pour tous q, q′ ∈ Q, on a q.x + q′.x′ ∈ V .
D'autre part, toute interse
tion quel
onque de sous-espa
es ve
toriels est un sous-espa
e

ve
toriel. Par suite, pour une partie X ⊆ Qm
, il existe un plus petit espa
e ve
toriel vec(X)


ontenant X. Une partie X est dite génératri
e pour un espa
e ve
toriel V si V = vec(X).
La dimension d'un sous-espa
e ve
toriel V est le plus petit entier dim(V ) ∈ {0, . . . ,m}
tel qu'il existe une partie génératri
e X de V de 
ardinal dim(V ). Une telle partie X
est appelée une base de V . Rappelons que pour toute partie X ⊆ Qm

, on a vec(X) =
{∑m

i=1 qi.xi; qi ∈ Q; xi ∈ X}. Une partie X ⊆ Qm
est dite libre si pour toute partie �nie

X0 ⊆ X et pour toute suite (qx)x∈X0 de rationnels tels que

∑

x∈X0
qx.x = 0 alors qx = 0

pour tout x ∈ X. Une partie X est une base si et seulement si 
'est une partie libre et

génératri
e. Une fon
tion linéaire f : X → Y où X ⊆ Qn
et Y ⊆ Qm

est une fon
tion telle

qu'il existe une matri
e M ∈Mm(Q) et un ve
teur v ∈ Qm
tels que f(x) = M.x+ v pour

tout x ∈ X.

2.4 Les parties 
onvexes

Un 
onvexe P de Qm
est une partie de Qm

telle que pour tous x, x′ ∈ P et pour tous

t, t′ ∈ Q+
véri�ant t+ t′ = 1, on a t.x+ t′.x′ ∈ P . Un 
onvexe de Nm

est l'interse
tion d'un


onvexe de Qm
ave
 Nm

.

2.5 Les parties de Nm
dé�nissables dans la logique de Presburger

Un terme t est un 
ouple t = (q, (qx)x∈X) tel que q ∈ Z et (qx)x∈X est une suite �nie

de Z. L'ensemble X est noté var(t) et est appelé l'ensemble des variables libres de t. Un
tel terme t est noté t = q +

∑

x∈X qx.x.
Une formule de Presburger φ est un élément de la grammaire :

φ := t#t|∃x φ|∀x φ|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false
où t est un terme et # ∈ {6,>, <,>,=}.

Dé�nition 2.6

Une formule de Presburger étendue aux modulos φ est un élément de la grammaire :

φ := t#t|t#t[m]|∃x φ|∀x φ|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false
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où m ∈ N∗
.

On dé�nit par indu
tion l'ensemble var(φ) des variables libres d'une formule de Pres-

burger φ :











































var(t#t′) = var(t) ∪ var(t′)

var(t#t′[m]) = var(t) ∪ var(t′)

var(φ ∨ φ′) = var(φ ∧ φ′) = var(φ) ∪ var(φ′)

var(¬φ) = var(φ)

var(∃x φ) = var(∀x φ) = var(φ)\{x}
var(true) = var(false) = ∅

Pour une formule de Presburger φ et une fon
tion f : var(φ) → N, on dé�nit f |= φ
par l'indu
tion suivante :



































































































f |= q +
∑

x∈X qx.x#q
′ +
∑

x′∈X′ q′x′ .x′

si (q +
∑

x∈X qxf(x)#q′ +
∑

x′∈X′ q′x′f(x′))
f |= q +

∑

x∈X qx.x#q
′ +
∑

x′∈X′ q′x′ .x′[m]
si ∃k ∈ Z; (q +

∑

x∈X qxf(x)#q′ +
∑

x′∈X′ q′x′f(x′)) + k.m
f |= φ ∨ φ′ si (f |var(φ) |= φ) ou (f |var(φ′) |= φ′)

f |= φ ∧ φ′
si (f |var(φ) |= φ) et (f |var(φ′) |= φ′)

f |= ¬φ
si non (f |= φ)

f |= ∃x φ
s'il existe f ′ : var(φ)→ N étendant f telle que f ′ |= φ

f |= ∀x φ
si pour toute f ′ : var(φ)→ N étendant f , on a f ′ |= φ

f |= true

Deux formules de Presburger φ et φ′ sont dites équivalentes si pour toute fon
tion

f : var(φ) ∪ var(φ′)→ N on a f |var(φ) |= φ si et seulement si f |var(φ′) |= φ′.

Pour un ensemble �ni ordonné V = {v1, . . . , vm} et un ve
teur x ∈ Nm
, on note

fV,x : V → N la fon
tion dé�nie par fV,x(vi) = xi pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Soient
V = {v1, . . . , vm} un ensemble totalement ordonné et φ une formule de Presburger telle

que var(φ) ⊆ X, on dé�nie la partie JφKV de Nm
par :

JφKV = {x ∈ Nm; fV,x |= φ}

Dé�nition 2.7

Une partie X ⊆ Nm
est dite L-dé�nissable pour une sous-logique L de Presburger s'il

existe une formule φ ∈ L et un ensemble �ni V totalement ordonné tel que var(φ) ⊆ V et

X = JφKV .

Voi
i les six fragments dont nous aurons besoin dans la suite :
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A�ne-dé�nissable φ := t = t|φ ∨ φ|φ ∧ φ|true|false
Non-quanti�ée-dé�nissable φ := t = t|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false
Clos-par-le-haut-dé�nissable φ := x > c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|true|false
Clos-par-le-bas-dé�nissable φ := x 6 c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|true|false
Intervalle-dé�nissable φ := x = c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false
Polyèdre-dé�nissable φ := t 6 c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false

Remarque 2.8

Remarquons que l'ensemble {x ∈ N x > c} est intervalle-dé�nissable pour tout c ∈ N 
ar

dé�ni par la formule

∧c−1
i=0 (x 6= i).



Première PARTIE

Représentation et approximation des

ensembles in�nis





CHAPITRE 3

Parties a�nes et semi-a�nes

Ce 
hapitre a pour obje
tif d'introduire les notions d'algèbre linéaire utilisées dans 
ette

thèse et d'étudier la 
lasse des parties semi-a�nes et son algorithmique.

Prendre l'enveloppe a�ne d'une partie est souvent une sur-approximation trop gros-

sière. Par exemple, l'enveloppe a�ne de trois points non alignés du plan est le plan tout

entier. On étudie dans 
e 
hapitre l'approximation que l'on obtient en 
onsidérant des

unions �nies d'espa
es a�nes, appelées espa
es semi-a�nes. En montrant que la 
lasse des

semi-a�nes est stable par interse
tion quel
onque, on dé�nit l'enveloppe semi-a�ne d'une

partie ; l'enveloppe semi-a�ne de trois points du plan étant alors égale à 
es trois points.

Nous étudions l'algorithmique des espa
es semi-a�nes en montrant que tout espa
e

semi-a�ne s'é
rit de manière unique 
omme une union �nie d'espa
es a�nes deux à deux

in
omparables. En représentant 
anoniquement les espa
es a�nes, on aura ainsi par 
ette

é
riture une représentation 
anonique des semi-a�ne dont l'algorithme sera prouvée poly-

nomiale par un algorithme d'élimination de Gauss.

Dans la se
tion 3.1 on dé�nit les enveloppes a�nes et semi-a�nes dans une partie

K ⊆ Qm
. La stabilité de 
es enveloppes pour les opérations d'union, interse
tion, de

somme et d'image par un fon
tion a�ne, est étudiée dans la se
tion 3.2 suivante. En�n,

dans la dernière se
tion 3.3, on présente l'algorithmique des espa
es semi-a�nes.

3.1 Enveloppe a�ne et semi-a�ne

On établit dans 
ette se
tion l'existen
e d'une enveloppe a�ne et d'une enveloppe

semi-a�ne dans K. Pour 
ela, on 
ommen
e par traiter le 
as parti
ulier K = Qm
et on

en déduit le 
as général.

Rappelons qu'un espa
e a�ne A de Qm
est soit l'ensemble vide, soit une partie de la
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forme A = v+
−→
A où v ∈ Qm

et

−→
A est un espa
e ve
toriel de Qm

. Cet espa
e

−→
A , unique, est

appelé le ve
torialisé de A. La dimension d'un espa
e a�ne est dé�nie par dim(A) = −1

si A = ∅ et par dim(A) = dim(
−→
A ) sinon.

Dé�nition 3.1

Un espa
e semi-a�ne de Qm
est une union �nie d'espa
es a�nes de Qm

.

Dé�nition 3.2

Une partie a�ne (respe
tivement semi-a�ne) de K ⊆ Qm
est l'interse
tion d'un espa
e

a�ne (respe
tivement semi-a�ne) de Qm
ave
 K.

Pour simpli�er la présentation des preuves de 
ette se
tion on ne fait au
une hypothèse

sur K. Cependant, dans le reste de 
ette thèse, on prendra K = Nm
.

3.1.1 Cas a�ne

Dé�nition 3.3

Toute partie X ⊆ Qm
est in
luse dans un plus petit espa
e a�ne appelé l'enveloppe a�ne

de X et notée aff(X).

Pour dé�nir l'enveloppe a�ne dans une partie K ⊆ Qm
, on 
ommen
e par établir

l'égalité suivante.

Proposition 3.4

Pour toute partie a�ne X de K, on a X = aff(X) ∩K.

Démonstration :

Par dé�nition d'une partie a�ne de K, il existe un espa
e a�ne A tel que X = A∩K.

CommeX ⊆ A, par minimalité de l'enveloppe a�ne, on déduit aff(X) ⊆ A. En interse
tant
les in
lusions X ⊆ aff(X) ⊆ A par K, on déduit X ⊆ aff(X) ∩K ⊆ A ∩K = X. �

De la proposition pré
édente, on déduit que toute partie X ⊆ K est in
luse dans une plus

petite partie a�ne aff(X) ∩K de K pour la relation d'in
lusion, appelé l'enveloppe a�ne

dans K.

Dé�nition 3.5

L'enveloppe a�ne dans K d'une partie X ⊆ K est notée affK(X) = aff(X) ∩K.

3.1.2 Cas semi-a�ne

Comme dans le 
as a�ne, on montre l'existen
e d'une enveloppe semi-a�ne dans K en


ommençant par le 
as parti
ulier K = Qm
.

Proposition 3.6

La 
lasse des espa
es semi-a�nes est stable par interse
tion quel
onque (�nie ou in�nie).
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Démonstration :

Comme une interstion �nie d'espa
e a�ne est un espa
e a�ne, une interse
tion �nie

d'espa
es semi-a�nes est semi-a�ne. Pour prouver la stabilité par interse
tion in�ni, 
om-

mençons par montrer que toute suite dé
roissante de semi-a�nes de Qm
est stationnaire.

Pour 
ela, on fait une démonstration par ré
urren
e sur k ∈ {−1, . . . ,m} dont l'hypothèse
au rang k est : toute suite dé
roissante de semi-a�nes de Qm

in
lus dans un espa
e af-

�ne de dimension k, est stationnaire. Pour k = −1, l'hypothèse de ré
urren
e est établie


ar on a alors A = ∅. Supposons don
 l'hypothèse de ré
urren
e vraie pour un entier

k ∈ {−1, . . . ,m − 1} et 
onsidérons un espa
e a�ne A de dimension k + 1 et une suite

(Tn)n∈N dé
roissante de semi-a�nes de Qm
in
lus dans A. Le 
as Tn = A pour tout n vé-

ri�e la ré
urren
e et on peut don
 supposer l'existen
e d'un indi
e n0 > 0 tel que Tn0 6= A.
Dé
omposons l'espa
e semi-a�ne Tn0 en une union �nie d'espa
es a�nes Tn0 =

⋃

j∈J Aj .

Pour n > n0, de l'égalité Tn =
⋃

j∈J(Tn ∩Aj), on déduit qu'il su�t de prouver que 
haque

suite (Tn ∩Aj)n est stationnaire. Comme Aj ( A, on a dim(Aj) < dim(A). Ainsi la suite

de semi-a�nes (Tn ∩ Aj)n>n0 est dé
roissante et in
luse dans l'espa
e a�ne Aj véri�ant

dim(Aj) 6 k. L'hypothèse de ré
urren
e montre qu'elle est stationnaire. La ré
urren
e est

don
 établie.

Considérons alors une 
lasse C d'espa
es semi-a�nes et montrons que l'ensemble

⋂

S∈C S
est semi-a�ne par l'absurde. Nous allons 
onstruire par ré
urren
e une suite 
roissante

(Ci)i>0 de sous-ensembles �nies de C tels que Si =
⋂

S∈Ci
S soit un suite stri
tement


roissante. On 
onsidère C0 = ∅. Supposons 
onstruit C0, ..., Cn et montrons 
omment


onstruire Cn+1. Remarquons que

⋂

S∈C S ⊆ Sn. Or Sn est un semi-a�ne alors que

⋂

S∈C S
n'en n'est pas un. Ainsi, l'in
lusion est stri
te. Il existe don
 S ∈ C tel que S 6⊆ Sn.

Considérons Cn+1 = Cn∪{S} et remarquons que l'on a bien Sn ( Sn+1. On a ainsi 
onstruit

une suite stri
tement dé
roissante (Sn)n>0 d'espa
es semi-a�nes. D'ou la 
ontradi
tion.

Ainsi

⋂

S∈C S est semi-a�ne. �

Ainsi, en prenant l'interse
tion de tous les espa
es semi-a�nes 
ontenant une partie X
de Qm

, on obtient le plus petit semi-a�ne 
ontenant X, appelé l'enveloppe semi-a�ne de

X.

Dé�nition 3.7

L'enveloppe semi-a�ne d'une partie X ⊆ Qm
est notée saff(X).

Pour prouver l'existen
e d'une enveloppe semi-a�ne de K, 
omme pour l'enveloppe

a�ne, on établit l'égalité suivante.

Proposition 3.8

Pour toute partie semi-a�ne X de K, on a X = saff(X) ∩K.

Démonstration :

Même preuve que 
elle de la proposition 3.4. �

Remarque 3.9

Considérons la partie X = {(0, 2), (2, 1), (4, 0)} représentée à la �gure 3.1. Remarquons

que X est une partie a�ne de Nm
. Cet exemple montre que saff(X) 6= aff(X).
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Figure 3.1 Pour X = {(0, 2), (2, 1), (4, 0)}, aff(X) = (0, 2) + Q.(2,−1) et saff(X) = X

0 1 2 3 4
0

1

2
bc

bc

bc

On déduit de la proposition 3.8 que toute partie X de K est in
luse dans une plus

petite partie semi-a�ne saff(X) ∩K de K pour la relation d'in
lusion, appelé l'enveloppe

semi-a�ne dans K.

Dé�nition 3.10

L'enveloppe semi-a�ne dans K d'une partie X ⊆ K est notée saffK(X) = saff(X) ∩K.

3.2 Stabilité des enveloppes

Dans 
ette se
tion on montre que aff(X ∪ X ′), aff(X + X ′) et aff(f(X)) peuvent se


al
uler en fon
tion de aff(X), aff(X ′) et de l'extension a�ne de f (et symétriquement

pour l'enveloppe semi-a�ne).

3.2.1 Union

Proposition 3.11

Soient X et X ′
deux parties de Qm

. On a :

aff(X ∪X ′) = aff(aff(X) ∪ aff(X ′))

saff(X ∪X ′) = saff(X) ∪ saff(X ′)

Démonstration :

Montrons la première égalité. De aff(X)∪aff(X ′) ⊆ aff(X∪X ′), on déduit aff(aff(X)∪
aff(X ′)) ⊆ aff(X ∪ X ′). Pour l'in
lusion inverse, remarquons que X ∪ X ′ ⊆ aff(aff(X) ∪
aff(X ′). Ainsi, on a aff(X ∪X ′) ⊆ aff(aff(X) ∪ aff(X ′).

Le 
as semi-a�ne se montre de la même façons. �

3.2.2 Somme

Proposition 3.12

Soient X et X ′
deux parties de Qm

. On a :

aff(X +X ′) = aff(X) + aff(X ′)

saff(X +X ′) = saff(X) + saff(X ′)
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Figure 3.2 Deux parties a�nes X = (0, 1) + N.(3, 1) et X ′ = (1, 0) + N.(1, 3)

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

bc

bc

bc

bc

Démonstration :

Montrons que aff(X +X ′) = aff(X) + aff(X ′). Comme X ⊆ aff(X) et X ′ ⊆ aff(X ′),
on a l'in
lusion X +X ′ ⊆ aff(X) + aff(X ′). Comme aff(X) + aff(X ′) est un espa
e a�ne


ontenant X+X ′
, par minimalité de l'enveloppe a�ne, nous avons aff(X+X ′) ⊆ aff(X)+

aff(X ′). Pour l'in
lusion inverse, pour tout x ∈ X, on a x + aff(X ′) = aff(x + X ′) ⊆
aff(X + X ′). On a don
 X + aff(X ′) ⊆ aff(X + X ′). D'où, pour tout x′ ∈ aff(X ′), on
a X + x′ ⊆ aff(X + X ′). Ainsi aff(X) + x′ = aff(X + x′) ⊆ aff(X + X ′) pour tout

x′ ∈ aff(X ′). On a l'in
lusion aff(X) + aff(X ′) ⊆ aff(X +X ′). On a don
 prouvé l'égalité

aff(X +X ′) = aff(X) + aff(X ′).
Le 
as semi-a�ne se montre de la même manière. �

3.2.3 Interse
tion

En général les égalités aff(X∩X ′) = aff(X)∩aff(X ′) et saff(X∩X ′) = saff(X)∩saff(X ′)
ne sont pas véri�ées 
omme le montre l'exemple représenté par la �gure 3.2.

3.2.4 Image par une fon
tion a�ne

Une fon
tion f : D → Qm′
ave
 D ⊆ Qm

est a�ne s'il existe une matri
e M ∈
Mm′,m(Q) et un ve
teur v ∈ Qm′

tels que f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ D. L'extension

a�ne d'une fon
tion a�ne f dé�nie sur une partie D est l'unique fon
tion a�ne F :
aff(D)→ Qm′

étendant f sur aff(D).
Cette extension a�ne nous permet d'établir les égalités suivantes.

Proposition 3.13

Soit f : D → Qm′
une fon
tion a�ne et F son extension a�ne. Pour tout X ⊆ D on a :

aff(f(X)) = F (aff(X))

saff(f(X)) = F (saff(X))

Démonstration :

La preuve du 
as semi-a�ne étant identique à 
elle du 
as a�ne, on ne prouve que la
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première égalité. Comme F est une fon
tion a�ne, il existe M ∈ Mm′,m(Q) et v ∈ Qm

tels que F (x) = M.x + v pour tout x ∈ D. Considérons la fon
tion a�ne g dé�nie sur

tout Qm
par g(x) = M.x + v. Comme X ⊆ D, on a f(X) = g(X). De l'in
lusion X ⊆

D ⊆ aff(D), on déduit par minimalité de l'enveloppe a�ne, aff(X) ⊆ aff(D). Ainsi, on
a aussi F (aff(X)) = g(aff(X)). Il su�t don
 de prouver l'égalité aff(g(X)) = g(aff(X)).
De X ⊆ aff(X), on déduit g(X) ⊆ g(aff(X)). Comme g(aff(X)) est un espa
e a�ne, par

minimalité de l'enveloppe semi-a�ne, on a aff(g(X)) ⊆ g(aff(X)). Montrons l'in
lusion

ré
iproque. Puisque g(X) ⊆ aff(g(X)), on a X ⊆ g−1(g(X)) ⊆ g−1(aff(g(X))). La fon
tion
g étant a�ne et dé�nie sur tout Qm

, l'ensemble g−1(aff(g(X))) est un espa
e a�ne. Ainsi,

aff(X) ⊆ g−1(aff(g(X))). En prenant l'image l'in
lusion par la fon
tion g, on obtient

g(aff(X)) ⊆ g(g−1(aff(g(X)))). Il reste à montrer l'égalité g(g−1(aff(g(X)))) = aff(g(X)).
Comme X ⊆ Qm

, on a g(X) ⊆ g(Qm). Par minimalité de l'enveloppe a�ne, on déduit de

l'in
lusion pré
édente aff(g(X)) ⊆ g(Qm). Comme g(g−1(aff(g(X)))) = aff(g(X))∩g(Qm),
on a prouvé g(g−1(aff(g(X)))) = aff(g(X)). �

3.3 Algorithmique des semi-a�nes

Dans 
ette se
tion, on montre qu'un espa
e semi-a�ne s'é
rit 
omme une union �nie

d'espa
es a�nes deux à deux in
omparables pour la relation d'in
lusion, et que 
ette

é
riture est unique à permutation près. Ainsi, en donnant une représentation 
anonique

des espa
es a�nes, on obtient naturellement une représentation 
anonique des espa
es

semi-a�nes.

Nous montrons 
omment dé
omposer 
anoniquement un espa
e semi-a�ne en une

union �nie d'espa
es a�nes, puis on étudie l'algorithmique des espa
es a�nes.

3.3.1 Composantes d'un semi-a�ne

On montre qu'un espa
e a�ne s'é
rit de façon unique 
omme une union �nie d'espa
es

a�nes deux à deux in
omparables.

Dé�nition 3.14

Une é
riture d'un espa
e semi-a�ne S est une 
lasse �nie C de parties a�nes telle que

S =
⋃

A∈C A. Elle est dite irrédu
tible si les éléments de C sont deux à deux in
omparables

pour la relation d'in
lusion.

De toute é
riture d'un semi-a�ne, on peut e�e
tivement extraire une é
riture irrédu
-

tible. On va montrer que tout espa
e semi-a�ne admet une unique é
riture irrédu
tible

égale à l'ensemble des 
omposantes a�nes.

Dé�nition 3.15

Une 
omposante a�ne A d'un espa
e semi-a�ne S est un espa
e a�ne A ⊆ S qui est

maximal pour la relation d'in
lusion. L'ensemble des 
omposantes a�nes est noté comp(S).

On 
ommen
e par montrer la proposition suivante.
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Proposition 3.16

Soient A un espa
e a�ne et S et S′
deux espa
es semi-a�nes tels que A ⊆ S ∪ S′

. Alors

soit A ⊆ S, soit A ⊆ S′
.

Démonstration :

Il su�t de prouver par ré
urren
e sur n > 1 que pour tout espa
e a�ne A et pour

toute suite (Ai)16i6n d'espa
es a�nes tels que A ⊆ ⋃n
i=1Ai, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que

A ⊆ Ai. Le 
as n = 1 est évident. Supposons don
 la ré
urren
e vraie pour un entier n > 1
et 
onsidérons un espa
e a�ne A et une suite (Ai)06i6n tels que A ⊆ ⋃n

i=0Ai. Remarquons

que si A ⊆ A0 alors la ré
urren
e est montrée. On peut don
 supposer que A 6⊆ A0. On va

montrer que A ⊆ ⋃n
i=1Ai. Comme A 6⊆ A0, il existe a0 ∈ A tel que a0 6∈ A0. Considérons

a ∈ A. Comme A est un espa
e a�ne, pour tout t ∈ Q, on a a0 + t.(a−a0) ∈ A. Pour tout
t ∈ Q, il existe don
 au moins un indi
e i(t) ∈ {0, . . . , n} tel que a0 + t.(a − a0) ∈ Ai(t).

Pour 
haque i0 ∈ {0, . . . , n}, on note Ti0 la partie de Q dé�nie par Ti0 = {t ∈ Q; i(t) = i0}.
Comme l'ensemble Q est égal à l'union des Ti0 pour i0 ∈ {0, . . . , n}, il existe un indi
e i0
tel que Ti0 est in�ni. On a alors a0 +Ti0 .(a−a0) ⊆ Ai0 . Comme Ai0 est un espa
e a�ne, on

a alors a0 +Q.(a−a0) = aff(a0 +Ti0 .(a−a0)) ⊆ Ai0 . En parti
ulier, on déduit a0, a ∈ Ai0 .

Puisque a0 6∈ A0, on a i0 ∈ {1, . . . , n} et a ∈
⋃n

i=1Ai. On a don
 prouvé que A ⊆ ⋃n
i=1Ai.

En utilisant l'hypothèse de ré
urren
e, il existe un indi
e i ∈ {1, . . . , n} tel que A ⊆ Ai et

la ré
urren
e est prouvée. �

Proposition 3.17

Tout espa
e semi-a�ne S admet une unique é
riture irrédu
tible, égale à l'ensemble des


omposantes a�nes.

Démonstration :

Soit C une é
riture irrédu
tible d'un espa
e semi-a�ne S. Il su�t de prouver que

C = comp(S). Prenons un espa
e a�ne A ∈ C et montrons que A est un espa
e a�ne

maximal 
ontenu dans S. Soit A′
un espa
e a�ne tel que A ⊆ A′ ⊆ S. Comme A′ ⊆ S,

de la proposition 3.16, on déduit l'existen
e d'un A′′ ∈ C tel que A′ ⊆ A′′
. De A ⊆ A′′

et

A,A′′ ∈ C, on on A = A′′
. Ainsi, on a A = A′ ∈ comp(S). Ré
iproquement, 
onsidérons

A ∈ comp(S). Comme A ⊆ S, la proposition 3.16 montre l'existen
e d'un espa
e a�ne

A′ ∈ C tel que A ⊆ A′
. Comme A ∈ comp(S) et A ⊆ A′ ⊆ S, on a A = A′

. Ainsi, A ∈ C.
�

On peut don
 représenter 
anoniquement les espa
es semi-a�nes par des ensembles �nis

d'espa
es a�nes in
omparables pour la relation d'in
lusion. Dans la sous-se
tion suivante,

on va montrer qu'il existe une représentation 
anonique des espa
es a�nes et que pour


ette représentation, toutes les opérations intéressantes se réalisent en temps polynomial.

3.3.2 Représentation 
anonique d'un espa
e a�ne

On présente dans 
ette sous-se
tion une représentation 
anonique des espa
es a�nes.

Cette représentation utilise le fait que la proje
tion orthogonale sur un espa
e a�ne est

une fon
tion a�ne dé�nie sur tout Qm
.
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Remarque 3.18

Pour représenter 
anoniquement des polyèdres, on trouvera dans [AFP02℄ et [S
h87℄, prin-


ipalement deux méthodes : une par 
ontraintes utilisant des formules de la logique des

polyèdres, et une par points extremaux. L'intérêt de notre représentation est d'être adaptée

aux espa
es a�nes et d'être ainsi plus simple à manipuler.

3.3.2.1 Proje
tion orthogonale sur un espa
e a�ne

Rappelons que pour tout espa
e a�ne A non vide de Qm
, il existe une unique fon
tion

a�ne ΠA : Qm → Qm
, appelée proje
tion orthogonale sur A, telle que pour tout (x,−→a ) ∈

Qm ×−→A , on a :

{

ΠA(x) ∈ A
〈x−ΠA(x),−→a 〉 = 0

Comme la fon
tion a�ne ΠA est dé�nie sur tout Qm
, il existe un unique 
ouple

(MA, vA) ∈Mm(Q)×Qm
tel que ΠA(x) = MA.x+vA pour tout x ∈ Qm

. On obtient ainsi

une représentation 
anonique d'un espa
e a�ne non vide A.

Dé�nition 3.19

La représentation 
anonique d'un espa
e a�ne non vide A est le 
ouple ρ(A) = (MA, vA).

La taille de ρ(A) pour un espa
e a�ne non vide A est notée taille(ρ(A)) = taille(MA)+
taille(vA). Par 
onvention, on note taille(ρ(∅)) = 0.

La proposition suivante montre 
omment déduire de la représentation ρ(
−→
A ), la repré-

sentation d'un espa
e a�ne non vide A.

Proposition 3.20

Pour tout espa
e a�ne non vide A et pour tout v ∈ A, on a :

{

MA = M−→
A

vA = v −M−→
A
.v

Démonstration :

Considérons la fon
tion a�ne f dé�nie sur Qm
par f(x) = v +M−→

A
.(x− v) pour tout

x ∈ Qm
. On a alors f(x) ∈ A et pour tout

−→a ∈ −→A , on a

〈x− f(x),−→a 〉 =
〈

(x− v)−M−→
A
.(x− v),−→a

〉

= 0

Par uni
ité de la proje
tion orthogonale, on a ΠA(x) = f(x) = M−→
A
.x+ v −M−→

A
.v. �

La proposition suivante est utile pour 
al
uler la représentation 
anonique d'un espa
e

ve
toriel.

Proposition 3.21

Soit N ∈ Mm,m′(Q) une matri
e. On suppose que l'ensemble des 
olonnes de N , noté

C(N) = {N.ei; i ∈ {1, . . . ,m′}}, est une famille libre de Qm
. L'espa
e ve
toriel V =

vec(C(N)) véri�e :

MV = N t.(N.N t)−1.N



Algorithmique des semi-a�nes 33

Démonstration :

Considérons un ve
teur x ∈ Qm
. Comme ΠV (x) ∈ vec(C(N)), il existe un ve
teur y ∈

Qm′
tel que ΠV (x) = N.y. Pour tout z ∈ Qm′

, deN.z ∈ V , on déduit 〈x−ΠV (x), N.z〉 = 0.
On a alors

〈

N t.(x−N.y), z
〉

= 0 pour tout z ∈ Qm′
. On a don
 N t.x = N t.N.y. Comme

les 
olonnes de N sont libres, le determinant de N t.N est non nul (
'est le determinant de

Gram [AF88℄). On a don
 y = (N t.N)−1.N t.x. Ainsi, pour tout x ∈ Qm
, on a ΠV (x) =

N.(N t.N)−1.N t.x. De 
ette égalité, on déduit la proposition. �

La proposition suivante montre que la représentation que l'on a 
hoisie à une taille

minimale a un fa
teur multipli
atif 32.m5
près.

Proposition 3.22

Pour tout espa
e a�ne A de Qm
non vide et pour toute partie �nie X ⊆ Qm

telle que

A = aff(X), on a

taille(ρ(A)) 6 32.m5.(taille(X) + 1)

Démonstration :

Soit A un espa
e a�ne de Qm
. Comme le 
as A = ∅ est immédiat, on peut supposer que

A 6= ∅. Si dim(A) = 0, il existe b ∈ Qm
tel que A = {b} et ρ(A) = (b, 0). Considérons une

partie �nie X ⊆ Qm
telle que A = aff(X). Puisque A = {b}, on a né
éssairement X = {b}.

On peut don
 supposer dim(A) > 1. Soit alors une partie �nie X = {x0, . . . , xm′} ⊆ Qm

telle que A = aff(X). Il existe une partie X0 ⊆ X libre telle que aff(X) = aff(X0). Comme

taille(X0) 6 taille(X), on peut supposer que X = X0. On a alors m′ = dim(A) > 1 et

en parti
ulier m > 1. On note N ∈ Mm,m′(Q) la matri
e dont les 
olonnes 
orrespondent

aux ve
teurs de X : pour tout i ∈ {1, . . . ,m′}, N.ei = xi−x0. D'après la proposition 3.20,

MA = M−→
A
et par la proposition 3.21, on déduit MA = N t.(N.N t)−1.N .

Posons s = taille(X) et 
onsidérons le produit d de tous les dénominateurs des ve
teurs

xi. Comme 
haque dénominateur est stri
tement majoré par es
, on a la majoration d <

em.(m+1).s 6 e2.m2.s
. De plus, pour tout i ∈ {0, . . . ,m′}, on a ||d.xi||∞ < e3.m2.s

.

Par 
onstru
tion de d et N , la matri
e P = d.N est à 
oe�
ients dans Z et ||P ||∞ <

2.e3.m2.s
. Cette matri
e véri�e de plus MA = P t.(P.P t)−1.P .

Ainsi, il existe un entier h ∈ Z\{0} et une matri
e H ∈Mm′(Z) tels que :











(P.P t)−1 = 1
h
.H

|h| < (4.m2)m.e6.m3.s

||H||∞ < (4.m2)m.e6.m3.s

Comme ||P ||∞ < 2.e3.m2.s
, on a

∣

∣

∣

∣P.P t
∣

∣

∣

∣

∞
< 4.m.e6.m2.s

. Le déterminant h de la matri
e

P.P t
peut-être majoré par :

|h| < m!.(4.m.e6.m2.s)m 6 (4.m2)m.e6.m3.s

Posons H = h.(P.P t)−1
. Comme H est égale à la 
o-matri
e de P.P t

, on a aussi la majo-

ration : ||H||∞ < (m− 1)!.(4.m.e6.m2.s)m 6 (4.m2)m.e6.m3.s
.
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De l'égalité h.MA = P t.H.P , on déduit ||h.MA||∞ < 4.m3.(4.m2)m.e12.m3.s
. Ainsi, on

a la majoration :

taille(MA) 6 m2.
[

18.m3.s+ 2.m. ln(4.m2) + ln(4.m3)
]

6 m5.(18.taille(X) + 8.
ln(4.m2)

4.m2
+ 4.

ln(4.m3)

4.m3
)

6 m5.(18.taille(X) +
12

e
)

6 18.m5.(taille(X) + 1)

D'après la proposition 3.20, on a vA = x0−MA.x0. Comme d.x0 ∈ Zm
, on a d.h.vA ∈ Zm

.

De plus, ||d.h.vA||∞ < (4.m2)m.e6.m3.s + 4.m3.(4.m2)m.e15.m3.s 6 5.m3.(4.m2)m.e15.m3.s
.

En�n, de la majoration |d.h| < (4.m2)m.e8.m3.s
, on déduit :

taille(vA) 6 m.
[

14.m3.s+m. ln(4.m2) +m. ln(4.m2) + ln(5.m3)
]

6 14.m5.(taille(X) + 1)

On a don
 prouvé taille(ρ(A)) 6 32.m5.(taille(X) + 1). �

3.3.2.2 Une algorithmique polynomiale

En représentant 
anoniquement un espa
e semi-a�ne S par l'ensemble �ni {ρ(A); A ∈
comp(S)}, on déduit de l'algorithme de résolution de Gauss des systèmes linéaires, que

l'algorithmique des espa
es semi-a�nes est polynomiale pour 
ette représentation.

Théorème 3.23

La représentation 
anonique des espa
es semi-a�nes suivants, est 
al
ulable en temps po-

lynomial :

� L'enveloppe a�ne d'un semi-a�ne.

� L'interse
tion de deux espa
es semi-a�nes.

� Le produit 
artésien de deux espa
es semi-a�nes.

� L'espa
e a�ne engendré par une partie �nie F ⊆ Qm
.

� L'orthogonal d'un espa
e semi-a�ne.

� La somme de deux espa
es semi-a�nes.

� L'image d'un espa
e semi-a�ne par une fon
tion a�ne.

� La 
omposition de deux relations semi-a�nes.

De plus, on peut dé
ider en temps polynomial l'in
lusion de deux espa
es semi-a�nes.

Démonstration :

Il su�t d'appliquer l'algorithme de Gauss. �

Remarque 3.24

Expérimentalement, on a remarqué qu'il fallait représenter en ma
hine une matri
e M ∈
Mm(Q) sous la forme M = 1

d
.M ′

où d ∈ N∗
est premier ave
 les 
oe�
ients de la matri
e

M ′ ∈ Mm(Z). En e�et, dans le 
as d'une représentation sous la forme Mij =
nij

dij
où
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nij ∈ Z et dij ∈ N∗
sont premiers entre eux, on a observé une explosion du nombre de pg
d

à 
al
uler.





CHAPITRE 4

Couverture d'un automate

Dans 
e 
hapitre, on présente une méthode pour sur-approximer un ensemble repré-

senté symboliquement par un automate binaire.

Les représentations symboliques jouent un r�le important dans le domaine de la véri�-


ation des systèmes in�nis. En e�et, une des méthodes pour véri�er un tel système, 
onsiste

à 
al
uler une représentation �nie de l'ensemble in�ni des états a

essibles. Suivant la stru
-

ture du système à analyser, di�érentes représentations symboliques ont été développées.

Les �SRE� sont utilisés pour représenter des 
ontenus de �le d'un �lossy 
hannel system�

[AJ93℄ [ABJ98℄ ; les �CST� [DRV01℄ permettent de représenter des ensembles 
los par le

haut ou par le bas pour véri�er des réseaux de Petri (ave
 ou sans perte [BM99℄). Pour

véri�er les systèmes à 
ompteurs, des représentations par automates ont été développées.

Appelés �NDD� [Boi98℄, [WB00℄ ou �DFA� (nom donné à la bibliothèque d'automates de

Mona : �Deterministi
 Finite Automaton�) [KMS02℄ [BC96℄, 
es automates permettent

de représenter 
anoniquement une large 
lasse de sous-ensemble de Nm
, et en parti
ulier

toutes les parties Presburger-dé�nissables. Remarquons que hors du 
ontexte des systèmes

à 
ompteurs, 
ette représentation a aussi permis de véri�er des proto
oles paramétrés de


ommuni
ation en anneau [BJNT00℄, [BF℄, [AJNd02℄, [ABJN99℄.

Cependant, l'ensemble des états a

essibles d'un système 
omplexe peut ne pas être

représentable par la représentation symbolique que l'on a 
hoisie. Comme la dé
ouverte et

l'implémentation d'une représentation symbolique est un travail de re
her
he important,

on a souvent re
ours à l'approximation ([BF99℄). Par exemple l'outil Hyte
h approxime

une union �nie de polyèdres par son enveloppe 
onvexe [Hyt℄. Cette te
hnique permet

aussi de terminer un 
al
ul de points �xes [BGP99℄. En�n, la sur-approximation permet

d'analyser qualitativement un ensemble. On peut en e�et juste 
her
her à prouver qu'une


ertaine relation a�ne reliant les 
ompteurs d'un système est valide [MOS04℄ [Ler03℄.

L'obje
tif de 
e 
hapitre est de présenter une méthode d'approximation des ensembles

représentés par automates. Remarquons que parallèlement à notre étude, le théorie des

�stru
tures automatiques� [BG02℄ s'applique à 
ara
tériser les représentations par auto-

mates permettant de �résoudre� les logiques du premier ordre [Bar77℄ par des méthodes
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généralisant 
elles que l'on utilise habituellement pour la logique de Presburger ([BC96℄,

[WB95℄).

On a obtenu les résultats suivants :

� Cara
térisation des représentations par automates, stables par résidus. 
elles-
i pos-

sèdent la bonne propriété pour pouvoir sur-approximer l'ensemble représenté.

� Nous avons étendu la représentation par NDD pour obtenir une nouvelle représen-

tation stable par résidu, appelée UBA.

� Nous présentons un algorithme de 
al
ul en temps polynomial (respe
tivement expo-

nentiel) de l'enveloppe a�ne (respe
tivement semi-a�ne) d'un ensemble représenté

par un UBA.

Dans la se
tion 4.1, on dé�nit la notion de représentation et on introduit les repré-

sentations régulières et/ou stables par résidu. En s'intéressant plus parti
ulièrement aux

représentations des parties de Nm
, on montre dans la se
tion 4.2 qu'en étendant la repré-

sentation par NDD, on obtient une nouvelle représentation stable par résidu. En se
tion

4.3 on montre 
omment à partir d'une �
ouverture� d'un automate, on déduit une sur-

approximation de l'ensemble représenté par 
et automate dans le 
adre des représentations

stables par résidu. En�n, en appliquant 
ette te
hnique au 
as des NDD, on déduit dans la

se
tion 4.4 un algorithme de 
al
ul de l'enveloppe a�ne (respe
tivement semi-a�ne) d'un

ensemble représenté par un NDD.

Dans tout 
e 
hapitre, E est un ensemble non vide.

4.1 Les représentations

On montre 
omment représenter les éléments d'un ensemble E par des mots sur un

alphabet Σ. Cette représentation induit naturellement une représentation des parties de

E par des langages sur Σ. Pour que les opérations ensemblistes (union, interse
tion et


omplémentaire) sur les langages se traduisent en opérations ensemblistes sur les parties

de E, on dé�nit la 
lasse des langages non-ambigus dans la se
tion 4.1.1. Dans la se
tion

4.1.2 on dé�nit la 
lasse des représentations régulières et la 
lasse des représentations

stables par résidu, deux 
lasses de représentations adaptées aux langages à la fois réguliers

et non-ambigus.

Comme l'on souhaite que tout élément de E puisse être représenté par au moins un

mot de Σ∗
, il est naturel de 
onsidérer la dé�nition suivante.

Dé�nition 4.1

Une représentation est un triplet (Σ, E, ρ) tel que Σ est un alphabet �ni et ρ est une

fon
tion surje
tive dé�nie sur une partie de Σ∗
et à valeur dans un ensemble E.

Sans ambiguïté, on notera de la même façon la fon
tion ρ et la représentation (Σ, E, ρ).
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4.1.1 Les langages non-ambigus

Une représentation ρ permet naturellement d'asso
ier à un langage L sur Σ la partie

ρ(L) de E. Remarquons que l'opération d'union sur les langages �se transporte� par ρ en

opération d'union sur les parties de E ; en e�et, pour tout 
ouple de langages (L,L′) sur

Σ on a ρ(L ∪ L′) = ρ(L) ∪ ρ(L′). Cependant, il n'en va pas de même pour l'opération

d'interse
tion 
omme le montre le lemme 4.2 suivant.

Lemme 4.2

Il existe une représentation ρ et deux langages L et L′ tels que ρ(L ∩ L′) ( ρ(L) ∩ ρ(L′).

Démonstration :

On se pla
e dans le 
as E = N et Σ = {0, 1}. La fon
tion ρ est dé�nie sur tout Σ∗
par

ρ(σ) = |σ|. On 
onsidère L = {0} et L′ = {1}. On a alors ∅ = ρ(L ∩ L′) ( ρ(L) ∩ ρ(L′) =
{1}. �

Pour que l'opération d'interse
tion sur les langages �se transporte� par ρ en opération

d'interse
tion sur les parties de E, on introduit la 
lasse des langages non-ambigus.

Dé�nition 4.3

Un langage L est dit non-ambigu pour une représentation ρ s'il existe une partie X ⊆ E
telle que L = ρ−1(X).

Intuitivement, un langage non ambigu L est tel qu'un élément x ∈ E est �représenté�

par un mot de L (x = ρ(σ) pour σ ∈ L), alors toutes les représentations de x sont dans L
(pour tout σ ∈ ρ−1({x}), on a σ ∈ L).

Les langages non-ambigus permettent de représenter �
anoniquement� les parties de E.

Proposition 4.4

L'appli
ation X → ρ−1(X) est une bije
tion de l'ensemble des parties de E dans l'ensemble

des langages non-ambigus, de ré
iproque L → ρ(L).

Démonstration :

Il su�t de montrer que :

� pour toute partie X de E, on a ρ(ρ−1(X)) = X, et

� pour tout langage non-ambigu L, on a ρ−1(ρ(L)) = L.
Le premier point est immédiat 
ar la fon
tion ρ est surje
tive. Prouvons le deuxième point

en 
onsidérant un langage non-ambigu L. Il existe une partie X ⊆ E telle que L = ρ−1(X).
D'après le premier point, ρ(L) = ρ(ρ−1(X)) = X. Ainsi ρ−1(ρ(L)) = ρ−1(X) = L et on a

prouvé le deuxième point. �

Il est alors naturel de dé�nir la notion de 
odage d'une partie et de 
omplété d'un

langage.

Dé�nition 4.5

Le 
odage d'une partie X est le langage non-ambigu L = ρ−1(X).
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Dé�nition 4.6

Le 
omplété d'un langage L est le langage ρ−1(ρ(L)).

On montre que les opérations d'union, d'interse
tion et de 
omplémentaire sur les

langages non-ambigus se traduisent en opérations sur les parties de E.

Corollaire 4.7

Pour tout 
ouple de langages non-ambigus L et L′ :
� l'union L ∪ L′ est non-ambigu et véri�e ρ(L ∪ L′) = ρ(L) ∪ ρ(L′),
� l'interse
tion L ∩ L′ est non-ambigu et véri�e ρ(L ∩ L′) = ρ(L) ∩ ρ(L′), et
� le 
omplémentaire ρ−1(E)\L est non-ambigu et véri�e ρ(ρ−1(E)\L) = E\ρ(L).

Démonstration :

Considérons deux langages non-ambigus L et L′. On note X et X ′
les parties de E

dé�nies par X = ρ(L) et X ′ = ρ(L′). La proposition 4.4 montre que l'on on a L = ρ−1(X)
et L′ = ρ−1(X ′).

ρ−1(X ∪X ′) = ρ−1(X) ∪ ρ−1(X ′) = L ∪ L′ montre que L ∪ L′ est non-ambigu et que

ρ(L ∪ L′) = ρ−1(X ∪X ′) = X ∪X ′ = ρ(L) ∪ ρ(L′).
De même, ρ−1(X ∩X ′) = ρ−1(X)∩ρ−1(X ′) = L∩L′montre que L∩L′ est non-ambigu

et que ρ(L ∩ L′) = ρ−1(X ∩X ′) = X ∩X ′ = ρ(L) ∩ ρ(L′).
En�n ρ−1(E\X) = ρ−1(E)\L implique ρ−1(E)\L est non-ambigu et que ρ(ρ−1(E)\L) =

ρ(ρ−1(E\X)) = E\X = E\ρ(L). �

Remarque 4.8

Le 
orollaire pré
édent étend des résultats de [Boi98℄. Cette extension sera détaillée dans

la se
tion suivante.

4.1.2 Stabilité des langages non-ambigus

Dans la se
tion 4.1.1, on a introduit la 
lasse des langages non-ambigus et on a montré

que 
ette 
lasse possède de bonnes propriétés pour représenter les parties de E. On présente
maintenant deux 
onditions su�santes pour que la théorie des automates �nis puisse être

utilisée dans le 
adre des langages non-ambigus :

� On étudie les représentations telles que les langages réguliers et les langages réguliers

non-ambigus représentent exa
tement les mêmes parties de E.
� On étudie les représentations pour lesquelles les langages non-ambigus sont stables

par résidu.

4.1.2.1 Les représentations régulières : stru
tures automatiques

On 
ara
térise les représentations telles que les langages réguliers et les langages régu-

liers non-ambigus représentent exa
tement les mêmes parties de E et on établit le lien ave


les stru
tures automatiques.
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Proposition 4.9

Considérons une représentation ρ. Les langages réguliers et les langages réguliers non-

ambigus représentent exa
tement les mêmes parties de E si et seulement si le 
omplété de

tout langage régulier est régulier.

Démonstration :

Supposons que les deux 
lasses représentent les mêmes parties de E et montrons que le


omplété de tout langage régulier est régulier. Pour 
ela, on 
onsidère un langage régulier

L. Par hypothèse, il existe un langage régulier non-ambigu L′ tel que ρ(L) = ρ(L′). Or L′
étant non-ambigu, on a L′ = ρ−1(ρ(L′)) = ρ−1(ρ(L)). On a don
 montré que le 
omplété

de L est régulier. Ré
iproquement, supposons que le 
omplété de tout langage régulier soit

régulier et montrons que les deux 
lasses représentent les mêmes parties de E. Il su�t de

montrer que pour tout langage régulier L, il existe un langage régulier non-ambigu L′ tel
que ρ(L′) = ρ(L). Or le 
omplété L′ de L est régulier, non-ambigu et véri�e 
ette égalité.

�

Dé�nition 4.10

Une représentation régulière est une représentation telle que le 
omplété de tout langage

régulier est régulier.

Établissons le lien entre les stru
tures automatiques et les représentations régulières.

Rappelons informellement qu'une stru
ture automatique d'un ensemble E est une représen-

tation régulière (Σ, E, ρ) telle que la relation d'égalité {(σ, σ′) ∈ ρ−1(E)× ρ−1(E); ρ(σ) =
ρ(σ′)} est un �langage régulier� ([BG02℄).

Remarque 4.11

Les stru
tures automatiques sont adaptées aux logiques du premier ordre [Bar77℄ (la logique

de Presburger en est un 
as parti
ulier) que l'on peut �résoudre� par des automates. Ainsi,

en plus d'imposer à la relation d'égalité d'être un langage régulier, on impose à tous les

�prédi
ats� de la logique d'être réguliers.

Pour pouvoir dé�nir la notion de langage régulier pour des parties de Σ∗ ×Σ∗
, on doit

pouvoir asso
ier à un 
ouple de mots (σ, σ′) un mot unique. L'idée est d'entrela
er les

mots σ et σ′ lettre par lettre. Comme ils n'ont a priori pas la même longueur, on utilise

un symbole de �bourrage� � 6∈ Σ.

Ainsi, pour un mot σ ∈ Σ∗
et un entier i ∈ N∗

, on note σi = � si i > |σ| et σi la i-ème

lettre de σ sinon. Pour deux mots σ et σ′ de (Σ ∪ {�})∗, on 
onsidère le mot σ ⊗ σ′ de
((Σ∪{�})× (Σ∪{�}))∗ de longueur l = max(|σ|, |σ′|) dé�ni par (σ⊗ σ′)i = (σi, σ

′
i) pour

i ∈ {1, . . . , l}.

Dé�nition 4.12 ([BG02℄)

Une stru
ture automatique d'un ensemble E est une représentation (Σ, E, ρ) telle que le

langage L= suivant est régulier :

{σ ⊗ σ′; σ, σ′ ∈ ρ−1(E); ρ(σ) = ρ(σ′)}
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Proposition 4.13

Toute stru
ture automatique est une représentation régulière.

Démonstration :

Considérons une stru
ture automatique (Σ, E, ρ). Comme L= est régulier, il est a

epté

par un automate A= = (Q=, (Σ ∪ {�})2,∆=, Q=
0 , F

=) tel que L(A=) = L=. Considérons

alors un langage régulier L. Le langage L.�∗
reste régulier et est don
 a

epté par un

automate A = (Q,Σ ∪ {�}, δ, Q0, F ). Montrons que le langage ρ−1(ρ(L)) est régulier en


onstruisant e�e
tivement un automate A′
a

eptant 
e langage.

On dé�nit l'automate A� = (Q= ×Q,Σ ∪ {�},∆�, Q=
0 ×Q0, F

= × F ) par :

∆� = {(q=1 , q1), a, (q=2 , q2); ∃b ∈ Σ ∪ {�}; (q=1 , (a, b), q
=
2 ) ∈ ∆=; (q1, b, q2) ∈ ∆}

Soit F ′
l'ensemble des états (q=, q) ∈ Q= × Q tels qu'il existe un 
hemin étiqueté par

un mot de �∗
dans l'automate A� allant de 
et état à un état �nal de F= × F . Notons

∆′ = ∆∩ (Q=×Q×Σ×Q=×Q), les transitions de ∆′
n'utilisant pas le symbole �. On va

montrer que l'automate A′ = (Q= ×Q,Σ,∆′, Q=
0 ×Q0, F

′) a

epte le langage ρ−1(ρ(L)).
Si σ′ ∈ L(A′), par 
onstru
tion, il existe i > 0 tel que σ′.�i ∈ L(A�). Ainsi, il existe

w ∈ L.�∗
tel que |w| = |σ| et σ⊗w ∈ L=. Considérons σ ∈ L et i′ > 0 tels que w = σ.�i′

.

Par dé�nition de L=, on a ρ(σ) = ρ(σ′). Ainsi σ′ ∈ ρ−1(ρ(L)).
Ré
iproquement, soit σ′ ∈ ρ−1(ρ(L)). Il existe σ ∈ L(A) tel que ρ(σ) = ρ(σ′). Comme

σ.�|σ′|
et σ′.�|σ|

sont des mots de la même longueur, et que σ.�|σ′| ∈ L.�∗
, on a σ′.�|σ| ∈

L(A�). Par 
onstru
tion de A′
, on a alors σ′ ∈ L(A′).

Le langage ρ−1(ρ(L)) étant régulier pour tout langage régulier L, la représentation ρ
est régulière. �

Proposition 4.14

Il existe une représentation régulière qui n'est pas une stru
ture automatique.

Démonstration :

Considérons la représentation ({a, b},N, ρ) où ρ(σ) est le nombre de 
hangement de

lettres dans σ dé�ni par ρ(σ) = card({i ∈ N∗; σi 6= σi+1}). Remarquons que ρ est ré-

gulière et il su�t ainsi de prouver que ρ n'est pas une stru
ture automatique. Suppo-

sons que le langage L= soit régulier. Il existe alors un automate déterministe et 
om-

plet A = (Q,Σ, δ, {q0}, F ) re
onnaissant L=. On note n le nombre d'états de l'auto-

mate. On dé�nit les mots σ = (ab)nb2.n
et σ′ = a2.n(ab)n

. Ayant la même longueur,

on a σ ⊗ σ′ = ((a, a).(b, a))n.((b, a).(b, b))n
. Comme ρ(σ) = ρ(σ′), on a prouvé que

((a, a).(b, a))n.((b, a).(b, b))n ∈ L=. On va alors appliquer �le lemme de l'étoile�. Comme

{δ(q0, ((a, a).(b, a))i); i ∈ {0, . . . , n}} ⊆ Q, il existe i < i′ tels que δ(q0, ((a, a).(b, a))
i) =

δ(q0, ((a, a).(b, a))
i′). En parti
ulier ((a, a).(b, a))n+i′−i.((b, a).(b, b))n ∈ L=. On a une 
ontra-

di
tion et la représentation ρ n'est don
 pas une stru
ture automatique. �

4.1.2.2 Stabilité des non-ambigus par résidu

On étudie les représentations ρ qui sont telles que la 
lasse des langages non-ambigus

est stable par résidu. On montre que la dé�nition de résidu sur les langages �se transporte�
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par ρ en une dé�nition de résidus sur les parties de E. On prouve alors que le 
odage d'une

partie de E est régulier si et seulement si l'ensemble de ses résidus est �ni.

Rappelons que l'automate minimal asso
ié à un langage régulier est 
ara
térisé par ses

résidus, il est don
 naturel de s'intéresser aux représentations dont la 
lasse des langages

non-ambigus est stable par résidu.

Dé�nition 4.15

Une représentation est stable par résidu si tout résidu d'un langage non-ambigu est non-

ambigu.

Considérons une représentation ρ stable par résidu. En utilisant la proposition 4.4, on

transporte fa
ilement l'opération de résidu sur les langages non-ambigus en opération de

résidu sur les parties de E.

Dé�nition 4.16

Le résidu d'une partie X ⊆ E par un mot σ est la partie de E notée σ−1.X et dé�nie par :

σ−1.X = ρ(σ−1.ρ−1(X))

Prendre le résidu d'une partie X par un mot σ2 puis par un mot σ1 
orrespond en fait

à prendre dire
tement le résidu de X par le mot σ1.σ2 
omme le montre la proposition 4.17

suivante.

Proposition 4.17

Pour toute partie X ⊆ E et pour tout 
ouple de mots (σ1, σ2), on a :

(σ1σ2)
−1.X = σ−1

2 .(σ−1
1 .X)

Démonstration :

On a σ−1
2 .(σ−1

1 .X) = ρ(σ−1
2 .ρ−1(ρ(σ−1

1 .ρ−1(X)))). Comme la représentation ρ est

stable par résidu, le langage σ−1
1 .ρ−1(X) est non-ambigu. La proposition 4.4 montre alors

que ρ−1(ρ(σ−1
1 .ρ−1(X))) = σ−1

1 .ρ−1(X). On a don
 σ−1
2 .(σ−1

1 .X) = ρ(σ−1
2 .σ−1

1 .ρ−1(X)) =
(σ1σ2)

−1.X. �

Quand l'ensemble des résidus d'une partie X ⊆ E est �ni, on peut asso
ier à X un

automate �ni A(X).

Dé�nition 4.18

Pour une partie X ⊆ E dont l'ensemble des résidus est �ni, on dé�nit l'automate A(X)
par :

� un ensemble d'états Q(X) = {σ−1.X; σ ∈ Σ∗},
� un alphabet égal à Σ,

� un ensemble de transitions ∆(X) = {q b−→ (b−1.q); q ∈ Q(X); b ∈ Σ},
� un ensemble d'états initiaux Q0(X) = {X}, et
� un ensemble d'états �naux F (X) = {q ∈ Q(X); ρ(ε) ∈ q}.



44 Couverture d'un automate

Remarque 4.19

Remarquons que ρ(ε) est bien dé�ni. En e�et, 
omme la représentation ρ est stable par

résidu, pour tout σ ∈ ρ−1(E), l'ensemble σ−1.ρ−1(E) est non-ambigu et 
ontient ε. Or par
dé�nition des non-ambigus, on a σ−1.ρ−1(E) ⊆ ρ−1(E) 
e qui montre que ε ∈ ρ−1(E).

On peut alors 
ara
tériser les parties de E qui ont un 
odage régulier.

Théorème 4.20

Soit ρ une représentation stable par résidu. Le 
odage d'une partie X de E est régulier si

et seulement si l'ensemble des résidus de X est �ni. De plus, dans 
e 
as, l'unique automate

déterministe, 
omplet et minimal a

eptant le 
odage de X est l'automate A(X).

Démonstration :

Considérons une partie X ⊆ E.
Supposons que l'ensemble des résidus de X soit �ni et montrons alors que A(X) a

epte

le 
odage de X égale à ρ−1(X). Soit σ ∈ L(A(X)) et montrons que σ ∈ ρ−1(X). On
note q0

σ−→ qf un 
hemin a

eptant σ dans l'automate A(X). La proposition 4.17 montre

que qf = σ−1.q0. De q0 = X et ρ(ε) ∈ qf , on déduit ρ(ε) ∈ σ−1.X. On a alors ε ∈
σ−1.ρ−1(X). D'où σ ∈ ρ−1(X). Ré
iproquement, 
onsidérons σ ∈ ρ−1(X) et montrons que

σ ∈ L(A(X)). On déduit de σ ∈ ρ−1(X) que ρ(ε) ∈ σ−1.X. Ainsi, le 
hemin X
σ−→ σ−1.X

est un 
hemin a

eptant de l'automate A(X) et on a montré que σ ∈ L(A(X)). On a don


montré que si l'ensemble des résidus de X est �ni, l'automate A(X) a

epte le 
odage de
X qui est don
 régulier.

Ré
iproquement, supposons que le 
odage deX soit régulier et montrons que l'ensemble

des résidus de X est �ni. L'ensemble des résidus de X est donné par {ρ(σ−1.ρ−1(X)) σ ∈
Σ∗}. Comme le langage ρ−1(X) est régulier, 
et ensemble est �ni.

Supposons maintenant que l'ensemble des résidus de X soit �ni et montrons que A(X)
est l'unique automate déterministe, 
omplet et minimal a

eptant le 
odage de X. Par

uni
ité d'un tel automate, il su�t de montrer que le nombre d'états de l'automate A(X)
est au plus égal au nombre de résidus de ρ−1(X). Or, l'ensemble des résidus de X étant

égal à {ρ(σ−1.ρ−1(X)); σ ∈ Σ∗}, 
ette propriété est véri�ée. L'automate A(X) est don


l'automate déterministe, 
omplet et minimal re
onnaissant X. �

Le théorème 4.20 a un 
orollaire intéressant quand la représentation ρ est de plus

régulière.

Corollaire 4.21

Considérons une représentation ρ régulière et stable par résidu. Une partie X ⊆ E est

représentable par un langage régulier si et seulement si l'ensemble des résidus de X est

�ni. De plus, dans 
e 
as, l'unique automate déterministe, 
omplet et minimal a

eptant

le 
odage de X est l'automate A(X).

Démonstration :

Remarquons que si X est représentable par un langage régulier, 
omme ρ est une

représentation régulière, le 
odage de X est régulier. Il su�t alors d'appliquer le théorème

4.20. �
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4.2 Représentations régulières de Nm

Dans la se
tion pré
édente, on a introduit la notion de représentation d'un ensemble E.
Dans 
ette se
tion, on s'intéresse au 
as parti
ulier E = Nm

. Dans la sous-se
tion 4.2.1, on

rappelle deux représentations 
lassiques de Nm
: 
elle de Boudet et Comon [BC96℄ et 
elle

de Boigelot et Wolper [WB95℄. En étudiant 
es représentations, on montre que l'on peut en

déduire une nouvelle, plus algébrique qui rentre exa
tement dans le 
adre théorique de la

se
tion 4.1. On pourra ainsi appliquer à 
ette représentation les résultats d'approximations

prouvés dans la se
tion 4.3. Une telle représentation est obtenue dans la sous-se
tion 4.2.2

en montrant que l'on peut étendre naturellement la représentation de Boigelot et Wolper.

En�n, dans la sous-se
tion 4.2.3, on montre que 
ette nouvelle représentation dé�nit une

nouvelle 
lasse d'automates, les UBA, qui représentent les mêmes parties de Nm
que les

automates asso
iés à la représentation de Boigelot et Wolper, les NDD. On prouve aussi

que les UBA sont toujours plus petits que les NDD.

On se donne pour 
ette se
tion un entier r > 2, appelé la base de l'é
riture et un

entier m > 1 appelé la dimension des ve
teurs. L'ensemble {0, . . . , r − 1} est noté Σr =
{0, . . . , r − 1} et ses éléments sont appelés des bits.

Un tableau ré
apitulatif des trois représentations étudiées dans 
ette se
tion est donné


i-dessous. On remarque que la nouvelle représentation proposée est la seule stable par

résidu à avoir un alphabet de taille ne dépendant pas de m.

Représentation Boudet Comon Boigelot Wolper Nouvelle

régularité e�e
tive oui oui oui

stable par résidu oui non oui

taille de l'alphabet rm r r

4.2.1 Les représentations régulières 
lassiques de Nm

On 
ommen
e par étudier la représentation proposée par Boudet et Comon dans [BC96℄.

On montre que 
ette représentation est régulière et stable par résidu. Cependant, 
omme

l'alphabet de 
ette représentation à une taille exponentielle en la dimension m, elle n'est

pas utilisable en pratique. On rappelle ensuite la représentation de Boigelot et Wolper, les

NDD [WB95℄ qui utilise une représentation régulière dont la taille de l'alphabet ne dépend

pas de m. On montre 
ependant que 
ette représentation n'est pas stable par résidu.

4.2.1.1 Ve
teur de digits par ve
teur de digits

Boudet et Comon [BC96℄ se sont intéressés plus parti
ulièrement à la représentation

(Σm
r ,N

m, ρBC) où la fon
tion ρBC est dé�nie pour tout mot σ =
−→
b1 . . .

−→
bn ave


−→
bi ∈ Σm

r

par :

ρBC(σ) = r0.
−→
b1 + r1.

−→
b2 + · · ·+ rn−1.

−→
bn

Cette représentation par mots possède les deux propriétés suivantes [BC96℄ :
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� la représentation ρBC est régulière et même e�e
tive (le 
omplété d'un langage ré-

gulier est e�e
tivement 
al
ulable), et

� le 
odage de toute partie de Nm
dé�nissable dans la logique de Presburger est e�e
-

tivement 
al
ulable.

Une autre propriété importante est la stabilité par résidu :

Proposition 4.22

La représentation ρBC est stable par résidu. De plus le résidu d'une partie X ⊆ Nm
pour

un mot σ est égal à :

σ−1.X =

[

1

r|σ|
(X − ρBC(σ))

]

∩ Nm

Démonstration :

On note ρ la représentation ρBC . Il su�t de montrer que pour toute partie X ⊆ Nm

et pour tout mot σ on a σ−1.ρ−1(X) = ρ−1([ 1
r|σ| (X − ρ(σ))]∩Nm). Pour 
ela, 
onsidérons

w ∈ σ−1.ρ−1(X). On a don
 r|σ|.ρ(w) + ρ(σ) = ρ(σ.w) ∈ X. Ainsi, w ∈ ρ−1([ 1
r|σ| (X −

ρ(σ))] ∩ Nm). Ré
iproquement, soit w ∈ ρ−1([ 1
r|σ| (X − ρ(σ))] ∩ Nm). On a alors ρ(σ.w) =

r|σ|.ρ(w) + ρ(σ) ∈ X et w ∈ σ−1.ρ−1(X). �

En utilisant le 
orollaire 4.21 on obtient une 
ara
térisation de l'automate minimal

re
onnaissant une partie X ⊆ Nm
en fon
tion des résidus de X. Malheureusement, en

pratique, la représentation ρBC n'est pas utilisable 
ar l'alphabet Σ = Σm
r a une taille

exponentielle en m.

4.2.1.2 Les NDD

Pour 
ontourner le problème de la taille exponentielle en m de l'alphabet Σm
r , l'ou-

til mona [KMS02℄, [Mon℄, utilise un BDD à m variables pour représenter la relation de

transition d'un automate travaillant sur l'alphabet Σm
r . En remarquant qu'un BDD n'est

qu'un automate �ni et en rempla
ent les transitions d'un tel automate par le BDD asso
ié,

on obtient exa
tement (à quelques transitions inutiles près, augmentant la taille du BDD

d'un fa
teur m) la 
lasse d'automates étudiée par Boigelot et Wolper : les NDD (Number

De
ision Diagram), des automates qui re
onnaissent des mots de longueur divisible par m
sur l'alphabet Σr.

La représentation 
orrespondante est notée (Σr,N
m, ρBW ) où ρBW est dé�nie pour

tout mot σ = b1 . . . bmbm+1 . . . b2m . . . b(n−1).m+1 . . . bnm de longueur divisible par m ave


bi ∈ Σr par :

ρBW (σ) = r0.







b1
.

.

.

bm






+ r1.







bm+1
.

.

.

b2m






+ · · ·+ rn−1.







b(n−1).m+1
.

.

.

bnm







Remarque 4.23

Le lien entre ρBC et ρBW est naturellement donné pour tout b1, . . . , bm ∈ Σr par :

ρBC((b1, . . . , bm)) = ρBW (b1 . . . bm)
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En utilisant les notations introduites dans 
e 
hapitre, on peut redonner la dé�nition

des NDD.

Dé�nition 4.24 ([WB95℄)

Un NDD est un automate déterministe et 
omplet sur l'alphabet Σr a

eptant un langage

régulier non-ambigu pour ρBW .

Remarque 4.25

En fait, la dé�nition des NDD par Boigelot et Wolper permet de représenter des ve
teurs

de Zm
en utilisant le 
omplément à 2 pour représenter un entier négatif par un mot. Dans

la se
tion 9.2, on présentera une extension à Zm
.

Remarque 4.26

La représentation digit de poids fort en premier, possible ave
 les NDD n'est pas présentée


ar 
'est une représentation �qui ne peut-être étendue� à une représentation stable par

résidu.

Tout 
omme les automates de Boudet et Comon, les NDD possèdent les deux propriétés

suivantes :

� la représentation par mots ρBW est régulière et même e�e
tive (le 
omplété d'un

langage régulier est e�e
tivement 
al
ulable),

� le 
odage de toute partie de Nm
dé�nissable dans la logique de Presburger est e�e
-

tivement 
al
ulable.

Cependant, la représentation ρBW n'est pas stable par résidu. En e�et, seul le langage

vide a tous ses résidus in
lus dans (Σm
r )∗. On ne peut don
 plus appliquer le 
orollaire 4.21.

4.2.2 Extension des NDD : les UBA

Pour obtenir une représentation e�
a
e (sans explosion due à la taille de l'alphabet) et

stable par résidu, on 
ommen
e par prouver que ρBW admet une unique extension naturelle

à tout Σ∗
r notée ρm. On prouve que ρm est une représentation régulière stable par résidu.

On introduit les 
lasses d'automates BA, UBA et CBA adaptées aux langages réguliers

non-ambigus. En�n, on 
ara
térise les parties de Nm
représentables par 
es automates.

4.2.2.1 Extension de ρBW à Σ∗
r

Pour étendre la fon
tion ρBW , on remarque que les mots σ et σ.0i.m
représentent le

même ve
teur pour tout entier i > 0 et pour tout mot σ de longueur divisible par m. Il est

don
 naturel de 
her
her à étendre la fon
tion ρBW de sorte que σ et σ.0i
représentent le

même ve
teur quelque soit l'entier i > 0 et le mot σ. La proposition 4.27 montre qu'une

telle extension existe et qu'elle est unique.

Proposition 4.27

Il existe une unique fon
tion ρ qui étend ρBW sur Σ∗
r telle que pour tout mot σ et pour

tout entier i > 0, on a ρ(σ.0i) = ρ(σ).
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Démonstration :

Pour un entier i ∈ N, on note i[m] le reste de la division eu
lidienne de i par m.

Pour l'uni
ité, 
onsidérons un mot σ. Le mot σ′ = σ.0m−|σ|[m]
a une longueur divisible par

m. Ainsi, on a ρ(σ) = ρ(σ.0m−|σ|[m]) = ρBW (σ.0m−|σ|[m]). Pour l'existen
e, 
onsidérons la
fon
tion ρ dé�nie pour tout σ par ρ(σ) = ρBW (σ.0m−|σ|[m]) et remarquons que ρ 
onvient.

�

Dé�nition 4.28

L'unique extension naturelle de ρBW à Σ∗
r est notée ρm.

Pour étudier 
ette extension, on introduit une famille de fon
tions a�nes (γσ)σ∈Σ∗
r
.

Dé�nition 4.29

La fon
tion a�ne γσ : Nm → Nm
est dé�nie pour tout σ ∈ Σ∗

r par la ré
urren
e :

γσ(x1, . . . , xm) =

{

(x1, . . . , xm) si σ = ε

γσ′(r.xm + b, x1, . . . , xm−1) si σ = σ′b ave
 b ∈ Σr

L'extension a�ne de γσ à Qm
joue un r�le important :

Dé�nition 4.30

L'extension a�ne de γσ à Qm
est notée λσ : Qm → Qm

.

La proposition 4.31 suivante montre 
omment 
al
uler ρm(σ) en fon
tion de γσ.

Proposition 4.31

On a ρm(σ) = γσ(
−→
0 ) pour tout mot σ.

Démonstration :

La proposition 4.27 montre que ρm est l'unique fon
tion qui étend ρBW et telle que

ρm(σ.0i) = ρm(σ) pour tout mot σ et pour tout i > 0. Pour montrer que ρm(σ) = γσ(
−→
0 ),

il su�t don
 de montrer que la fon
tion σ → γσ(
−→
0 ) véri�e les deux mêmes propriétés.

Commençons par prouver par ré
urren
e sur la longueur de σ ∈ (Σm
r )∗ que ρm(σ) =

γσ(
−→
0 ). La ré
urren
e est immédiate en remarquant que pour tout mot σ = b1 . . . bm sur

l'alphabet Σr, on a γσ(x) = r.x+ (b1, . . . , bm).

En�n, 
omme γ0(
−→
0 ) =

−→
0 , on a bien pour tout i > 0 et pour tout σ ∈ Σ∗

r , γσ.0i(
−→
0 ) =

γσ(
−→
0 ). �

4.2.2.2 Régularité de ρm

On montre que la représentation ρm est régulière et e�e
tive. On 
ommen
e par 
ara
-

tériser les 
ouples de mots représentant le même ve
teur, puis on 
ara
térise le 
omplété

d'un langage L en fon
tion de L. On prouve ainsi que ρm est e�e
tivement régulière.

Cara
térisons les 
ouples de mots σ et σ′ représentant le même ve
teur de Nm
.
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Lemme 4.32

Pour tous mots σ et σ′, on a ρm(σ) = ρm(σ′) si et seulement si











σ ∈ σ′0∗ si |σ| 6 |σ′|
σ = σ′ si |σ| = |σ′|
σ′ ∈ σ0∗ si |σ′| 6 |σ|

Démonstration :

Considérons deux mots σ et σ′ véri�ant ρm(σ) = ρm(σ′) et montrons σ.0∗ ∩ σ′.0∗ 6= ∅.
Il existe deux entiers i et i′ tels que σ.0i

et σ′.0i′
sont deux mots de même longueur

divisible par m. De ρBW (σ.0i) = ρBW (σ′.0i′), on déduit par uni
ité de l'é
riture binaire

que σ.0i = σ′.0i′
.

Ré
iproquement, prenons deux mots σ et σ′ véri�ant σ.0∗ ∩ σ′.0∗ 6= ∅ et montrons que

ρm(σ) = ρm(σ′). Il existe deux entiers i et i′ tels que σ.0i = σ′.0i′
. On a alors ρm(σ) =

ρm(σ.0i) = ρm(σ′.0i′) = ρm(σ′). �

Cara
térisons mainteant le 
omplété d'un langage L en fon
tion de L.

Proposition 4.33

Pour tout langage L, on a :

ρ−1
m (ρm(L)) =

⋃

i>0

(L.0∗).(0i)−1

Démonstration :

Considérons σ ∈ ⋃i>0(L.0∗).(0i)−1
. Il existe i > 0 tel que σ.0i ∈ L.0∗. Ainsi, il

existe σ′ ∈ L et i′ > 0 tels que σ.0i = σ′.0i′
. On a alors ρm(σ) = ρm(σ′) et on a prouvé

que σ ∈ ρ−1
m (ρm(L)). Ré
iproquement, si σ ∈ ρ−1

m (ρm(L)), il existe alors σ′ ∈ L tel que

ρm(σ) = ρm(σ′). Le lemme 4.32 montre qu'il existe i, i′ > 0 tels que σ.0i = σ′.0i′
. On a

don
 σ ∈ ⋃i>0(L.0∗).(0i)−1
. �

Montrons en�n que ρm est régulière et e�e
tive.

Corollaire 4.34

La représentation ρm est régulière. De plus le 
omplété d'un langage régulier est e�e
tive-

ment 
al
ulable.

Démonstration :

Prenons sidérons une partieX de Nm
représentée par un automateA = (Q,Σr,∆, Q0, F )

et montrons qu'il existe un automate A′ = (Q′,Σr,∆
′, Q′

0, F
′) e�e
tivement 
al
ulable tel

que L(A′) = ρ−1
m (X). On note q⊥ un état tel que q⊥ 6∈ Q. On dé�nit alors l'automate

A′
par Q′ = Q ∪ {q⊥}, ∆′ = ∆ ∪ {qf 0−→ q⊥; qf ∈ F}, Q′

0 = Q0, F
′ = {q⊥} ∪ {q ∈

Q; ∃qf ∈ F ; ∃q 0∗−→ qf}. Montrons l'in
lusion ρ−1
m (X) ⊆ L(A′). Pour 
ela, 
onsidérons

un mot σ ∈ ρ−1
m (X). Il existe alors σ′ ∈ L(A) tel que ρm(σ) = ρm(σ′). D'où l'existen
e

de deux entiers i, i′ tels que σ.0i = σ′.0i′
. On sépare la preuve en deux 
as, le 
as i 6 i′
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et le 
as i > i′. Pour le 
as i 6 i′, de σ = σ′.0i′−i
, on déduit l'existen
e de deux 
hemins

q0
σ′

−→ q′ et q′
0i′−i

−−−→ qf dans A tels que q0 ∈ Q0 et qf ∈ F . Par dé�nition de F ′
, on a

q′ ∈ F ′
. Ainsi, on a prouvé que σ′ ∈ L(A′). Dans le 
as i > i′, on a σ′ = σ.0i−i′

. Comme

σ ∈ L, il existe un 
hemin q0
σ−→ qf dans l'automate A tel que q0 ∈ Q0 et qf ∈ F . Par

dé�nition de A′
, il existe un 
hemin qf

0i−i′

−−−→ q⊥ dans l'automate A′
. Ainsi, q0

σ.0i−i′

−−−−→ q⊥ est

un 
hemin a

eptant de A′
. On a don
 prouvé l'in
lusion ρ−1

m (X) ⊆ L(A′). Pour montrer

l'in
lusion ré
iproque, prenons σ ∈ L(A′) et un 
hemin q0
σ−→ q′ dans l'automate A′

tel

que q′ ∈ F ′
. On sépare la preuve en deux 
as : q 6= q⊥ et q = q⊥. Supposons que q 6= q⊥.

Comme q′ ∈ F ′\{q⊥}, il existe un 
hemin q′
0i

−→ qf ave
 qf ∈ F et i > 0 dans l'automate

A. On a alors ρm(σ) = ρm(σ.0i) ∈ X et σ ∈ ρ−1
m (X). Considérons en�n le 
as q′ = q⊥.

Le 
hemin q
σ−→ q⊥ se dé
ompose alors en deux 
hemins de A′

, q
σ′

−→ qf et qf
0i

−→ q⊥ ave


qf ∈ F . Le 
hemin q
σ′

−→ qf est alors un 
hemin a

eptant de A et on a don
 ρm(σ′) ∈ X.

De ρm(σ) = ρm(σ′.0i) = ρm(σ′) ∈ X, on déduit σ ∈ ρ−1
m (X). On a don
 prouvé que

L(A′) = ρ−1(X). �

4.2.2.3 Stabilité par résidu

On montre que la représentation par mots ρm est stable par résidu.

Proposition 4.35

La représentation par mots ρm est stable par résidu. De plus, le résidu d'une partie X ⊆ Nm

par un mot σ est égal à :

σ−1.X = γ−1
σ (X)

Démonstration :

Il su�t de montrer que σ−1.ρ−1
m (X) = ρ−1

m (γ−1
σ (X)). Considérons don
 un mot w ∈

σ−1.ρ−1
m (X) et montrons que w ∈ ρ−1

m (γ−1
σ (X)). On a ρm(σw) ∈ X. Or ρm(σ.w) =

γσ(ρm(w)). Ainsi, w ∈ ρ−1
m (γ−1

σ (X)). Ré
iproquement, 
onsidérons un motw ∈ ρ−1
m (γ−1

σ (X))
et montrons que w ∈ σ−1.ρ−1

m (X). On a γσ(ρm(w)) ∈ X. Don
 ρm(σw) = γσ(ρm(w)) ∈ X
et w ∈ σ−1.ρ−1

m (X). �

4.2.2.4 Les di�érents automates binaires

On dé�nit maintenant la 
lasse des automates binaires. En utilisant la régularité et la

stabilité par résidu de la représentation ρm, on 
ara
térise les parties de Nm
représentables

par automates binaires.

On 
ommen
e par dé�nir trois 
lasses d'automates.

Dé�nition 4.36

On dé�nit les trois 
lasses suivantes d'automates :

� Un automate binaire (BA pour �Binary Automaton�) est un automate sur l'alphabet

Σr.
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� Un automate binaire non-ambigu (UBA pour �Unambiguous Binary Automaton�)

est un automate binaire déterministe, 
omplet qui a

epte un langage régulier non-

ambigu de ρm.

� Un automate binaire 
anonique (CBA pour �Canoni
al Binary Automaton�) est un

automate binaire non-ambigu minimal.

On peut alors 
ara
tériser les parties de Nm
représentables par un automate binaire.

Théorème 4.37

Une partie X ⊆ Nm
est représentable par un automate binaire si et seulement si, l'ensemble

des résidus deX est �ni. De plus, dans 
e 
as A(X) est l'unique automate binaire 
anonique

représentant X.

Démonstration :

Il su�t d'appliquer le 
orollaire 4.21 à la représentation ρm. �

Remarquons de plus que la proposition 4.35 permet de 
ara
tériser l'automate A(X).

Proposition 4.38

L'ensemble des résidus d'une partie X est l'ensemble {γ−1
σ (X); σ ∈ Σ∗

r}. Quand 
et en-

semble est �ni, l'automate A(X) est dé�ni par :

� l'ensemble d'états Q(X) = {γ−1
σ (X); σ ∈ Σ∗

r},
� l'alphabet Σr,

� l'ensemble de transitions ∆(X) = {q b−→ γ−1
b (q); q ∈ Q(X); b ∈ Σr},

� l'ensemble d'états initiaux Q0(X) = {X}, et
� l'ensemble d'états �naux F (X) = {q ∈ Q(X);

−→
0 ∈ q}.

Démonstration :

Il su�t de remarquer que ρm(ε) =
−→
0 et d'appliquer la proposition 4.35. �

4.2.3 Comparaison NDD et UBA

On montre que les NDD et les UBA représentent les mêmes parties de Nm
. Pour 
ela,

on 
ommen
e par prouver que l'on peut déduire d'un BA, un UBA représentant le même

ensemble simplement en modi�ant l'ensemble des états �naux.

Lemme 4.39

Soit A un automate binaire déterministe et 
omplet tel que δ(qf , 00∗) ∩ F 6= ∅ pour

tout qf ∈ F . En remplaçant dans l'automate A l'ensemble F par l'ensemble F ′ = {q ∈
Q; δ(q, 0∗)∩F 6= ∅}, on obtient un automate binaire non-ambigu A′

représentant le même

ensemble de ve
teurs que A.

Démonstration :

Considérons un tel automate binaire A = (Q,Σr, δ, {q0}, F ) et posons F ′ = {q ∈
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Q; δ(q, 0∗) ∩ F 6= ∅} et A′ = (Q,Σr, δ, {q0}, F ′). Il su�t de montrer que L(A′) =
ρ−1

m (ρm(L(A))).

Soit σ′ ∈ L(A′) et montrons que σ′ ∈ ρ−1
m (ρm(σ′)). On a δ(q0, σ

′) ∈ F ′
. Par dé�nition

de F ′
, on a δ(q0, σ

′0∗)∩F 6= ∅. Ainsi, il existe i > 0 tel que δ(q0, σ
′0i) ∈ F . De σ′0i ∈ L(A)

et ρm(σ′0i) = ρm(σ′), on déduit σ′ ∈ ρ−1
m (ρm(L(A))).

Ré
iproquement, soit σ′ ∈ ρ−1
m (ρm(L(A))) et montrons que σ′ ∈ L(A′). Il existe σ ∈

L(A) tel que ρm(σ′) = ρm(σ). On 
ommen
e par montrer que l'on peut supposer |σ| > |σ′|.
Comme σ ∈ L(A), on a δ(q0, σ) ∈ F . Comme pour tout qf ∈ F , on a δ(qf , 00∗) ∩ F 6= ∅,
une ré
urren
e immédiate montre que pour tout i > 0, on a δ(q0, σ0i0∗)∩F 6= ∅. Ainsi, en
prenant i = |σ′|, on déduit l'existen
e d'un entier i′ > 0 tel que δ(q0, σ0i0i′) ∈ F . Comme

ρ(σ0i0i′) = ρ(σ) = ρ(σ′) et |σ0i0i′ | > |σ′|, on peut supposer, quitte à rempla
er σ par

σ0i0i′
, que |σ| > |σ′|. Le lemme 4.32 montre qu'il existe un entier i > 0 tel que σ = σ′0i

.

Comme σ ∈ L(A), il existe un 
hemin q0
σ′

−→ q′
0i

−→ qf tel que qf ∈ F . Par dé�nition de F ′
,

on a q′ ∈ F ′
. Ainsi σ′ ∈ L(A′). �

Théorème 4.40

Les NDD et les UBA re
onnaissent les mêmes parties de Nm
. Plus pré
isément :

� De tout NDD A , on 
onstruit en temps O(r.taille(A)) un UBA A′
représentant la

même partie de Nm
et tel que taille(A′) 6 taille(A)

� De tout UBA A, on 
onstruit en temps O(r.m.taille(A)) un NDD A′
représentant la

même partie de Nm
et tel que taille(A′) 6 m.taille(A).

Démonstration :

Considérons un NDD A = (Q,Σr,∆, {q0}, F ) re
onnaissant un ensemble X de ve
-

teurs. Le lemme 4.39 montre que l'on peut 
onstruire un UBA A′
à partir de A simplement

en 
hangeant l'ensemble des états �naux F en temps O(r.taille(A)).

Considérons un UBA A = (Q,Σr,∆, {q0}, F ) re
onnaissant un ensemble de ve
teurs

X et 
onstruisons un NDD A′
re
onnaissant aussi X. Le reste de la division eu
lidienne

d'un entier k par m est noté k[m] ∈ {0, . . . ,m − 1}. On note A′ = (Q × {0, . . . ,m −
1},Σr,∆

′, {q0, 0}, F ′) où ∆′ = {(q, i), b, (q′, [i + 1]); (q, b, q′) ∈ ∆; i ∈ {0, . . . ,m − 1}}
et F ′ = F × {0}. Montrons que A′

est un NDD re
onnaissant X. Il su�t de montrer

que L(A′) = ρ−1
BW (X). Par dé�nition de A′

, pour tout σ ∈ L(A′), on a σ ∈ L(A) et

don
 ρBW (σ) = ρm(σ) ∈ X. On a don
 prouvé l'in
lusion L(A′) ⊆ ρ−1
BW (X). Il su�t

don
 d'établir l'in
lusion ré
iproque. Considérons σ ∈ (Σm
r )∗ véri�ant ρBW (σ′) ∈ X. De

ρL(σ) = ρBW (σ) ∈ X, on déduit σ ∈ L(A). Ainsi σ est l'étiquette d'un 
hemin de A.
Comme la longueur de σ est divisible par m, σ est aussi l'étiquette d'un 
hemin de A′

.

D'où l'in
lusion ρ−1
BW (X) ⊆ L(A′). On a don
 montré que A′

est un NDD re
onnaissant le

même ensemble de ve
teurs que A. �

Remarque 4.41

Les automates asso
iés aux représentations ρBC et ρBW représentent exa
tement les mêmes

parties de Nm
. Ainsi, d'un point de vue expressivité, les trois représentations ρBC , ρBW et

ρm sont équivalentes.
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Le théorème pré
édent montre que de tout NDD à n états, on peut 
al
uler un UBA

dont le nombre d'états est 
ompris entre

n
m

et n. Ainsi, même si les UBA sont toujours

plus 
on
is que les NDD, en pratique 
omme m reste petit, on obtient des tailles relati-

vement équivalentes. Le point vraiment positif ave
 les UBA est leur dé�nition algébrique

simple qui nous permettra dans les se
tions suivantes de 
al
uler des sur-approximations

d'ensemble représenté en utilisant les suites de fon
tions a�nes (γσ)σ∈Σ∗
r
et (λσ)σ∈Σ∗

r
.

4.3 Enveloppe d'une partie et 
ouverture minimale d'un automate

Dans la se
tion 4.1, on a étudié la notion de représentation permettant d'asso
ier à

un automate une partie d'un ensemble E. Dans 
ette se
tion, on étudie 
omment sur-

approximer une telle partie. Dans la sous-se
tion 4.3.1, on introduit la notion de 
lasse

d'approximation permettant d'approximer toute partie X de E par une autre partie 
onte-

nant X et appelée enveloppe de X. La notion de 
ouverture minimale d'un automate est

présentée dans la sous-se
tion 4.3.2. En�n, dans la sous-se
tion 4.3.3, on montre 
omment

utiliser la 
ouverture minimale d'un automate pour en déduire l'enveloppe de la partie

représentée par 
et automate.

Les représentations ρ de 
ette se
tion sont toutes supposées stables par résidus.

4.3.1 Enveloppe d'une partie

Pour sur-approximer les parties d'un ensemble E, on introduit la notion de 
lasse

d'approximation.

Dé�nition 4.42

Une 
lasse d'approximation C d'un ensemble E est une 
lasse C de parties de E 
ontenant

E et stable par interse
tion quel
onque.

Exemple 4.43

La 
lasse des parties a�nes de Nm
est une 
lasse d'approximation. La 
lasse des parties de

Nm
dont le 
omplémentaire est �ni, n'est pas une 
lasse d'approximation.

La proposition 4.44 suivante montre que toute partie de E est in
luse dans un plus

petit élément de C pour l'in
lusion.

Proposition 4.44

Considérons une 
lasse d'approximation C d'un ensemble E. Pour toute partie X ⊆ E, il
existe une unique partie C ∈ C minimale pour l'in
lusion et 
ontenant X.

Démonstration :

On note C l'interse
tion de toutes les parties C ′ ∈ C véri�ant X ⊆ C ′
. Remarquons

qu'il existe au moins un tel C ′

ar C ′ = E 
onvient. Ainsi, 
ette interse
tion est bien

dé�nie. De plus, par dé�nition, on a C ∈ C. Par 
onstru
tion on a de plus X ⊆ C et pour

tout C ′ ∈ C, véri�ant X ⊆ C ′
, on a C ⊆ C ′

. �
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On peut alors dé�nir l'enveloppe d'une partie X de E.

Dé�nition 4.45

L'enveloppe d'une partie X de E pour une 
lasse d'approximation C de E est la plus petite

partie de C 
ontenant X, notée env(X).

Remarque 4.46

La dé�nition pré
édente généralise la notion d'enveloppe a�ne et semi-a�ne.

4.3.2 Couverture minimale d'un automate

Pour 
al
uler l'enveloppe d'une partie de E représentée par un automate, on introduit

la notion de 
ouverture minimale d'un automate. On montrera 
omment l'utiliser dans

la sous-se
tion 4.3.3. On se donne une représentation ρ stable par résidu et une 
lasse

d'approximation C.
On souhaite étiqueter 
haque état q d'un automate binaire par une partie de C qui


orrespond à une sur-approximation de l'ensemble représenté par l'automate Aq (rapellons

que Aq est l'automate obtenu à partir de A en remplaçant l'ensemble des états initiaux

par le singleton {q}).

Dé�nition 4.47

Une 
ouverture d'un automate A = (Q,Σ,∆, Q0, F ) est une suite (Cq)q∈Q d'éléments de

C telle que :

� pour toute transition q
b−→ q′ dans ∆, on a Cq′ ⊆ b−1.Cq, et

� pour tout état qf ∈ F , on a ρ(ε) ∈ Cqf
.

Remarque 4.48

Remarquons que tout automate admet la 
ouverture triviale qui 
onsiste à étiqueter tous

ses états par l'ensemble E.

Pour dé�nir la notion de 
ouverture minimale, on introduit la relation d'ordre partiel

⊆Q sur les suites de parties de E indexées par un ensemble Q.

Dé�nition 4.49

Pour un ensemble Q, la relation d'ordre partiel ⊆Q sur les suites de parties de E indexées

par Q est dé�nie par (Xq)q∈Q ⊆Q (X ′
q)q∈Q si et seulement si Xq ⊆ X ′

q pour tout q ∈ Q.

La proposition suivante montre l'existen
e et l'uni
ité d'une 
ouverture minimale pour

la relation d'ordre partiel ⊆Q.

Proposition 4.50

Tout automate A admet une unique 
ouverture plus petite pour la relation d'ordre partiel

⊆Q que toute autre 
ouverture.

Démonstration :

On note S l'ensemble des 
ouvertures de l'automate A. On 
onsidère la suite (Cq)q∈Q
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dé�nie par Cq =
⋂

C′∈S C
′
q. Ces interse
tions sont bien dé�nies 
ar S 
ontenant la suite

identiquement égale à E, n'est pas vide. De plus, par dé�nition de C, on Cq ∈ C. Montrons

que (Cq)q∈Q est une 
ouverture de A. Remarquons que par 
onstru
tion, on a ρ(ε) ∈
Cqf

pour tout qf ∈ F . Il su�t don
 de prouver que pour toute transition q
b−→ q′ on a

Cq′ ⊆ b−1.Cq. Or ρ
−1(Cq′) = ρ−1(

⋂

C′∈S C
′
q′) =

⋂

C′∈S ρ
−1(C ′

q′) ⊆
⋂

C′∈S b
−1.ρ−1(C ′

q) =

b−1.ρ−1(
⋂

C′∈S C
′
q) = b−1.ρ−1(Cq). Don
, b

−1.Cq′ ⊆ Cq. �

Remarque 4.51

Une relation d'ordre partiel, 
omme ⊆Q, peut admettre un unique élément minimal sans

pour autant qu'il soit 
omparable ave
 tous les autres éléments. Ainsi, dire que la 
ouverture

minimale est plus petite que toutes les autres 
ouvertures n'est pas redondant ave
 le fait

de dire qu'il existe une unique 
ouverture minimale.

On peut ainsi dé�nir la notion de 
ouverture minimale d'un automate A.

Dé�nition 4.52

La 
ouverture minimale d'un automate A est la plus petite 
ouverture pour l'in
lusion ⊆Q,

notée cov(A) = (cov(A)q)q∈Q.

4.3.3 Utilisation de la 
ouverture minimale

Dans 
ette sous-se
tion, on donne une méthode pour déduire de la 
ouverture mini-

male d'un automate, une sur-approximation de l'enveloppe de la partie représentée par 
et

automate. On montre que 
ette sur-approximation est exa
te si la 
lasse d'approximation

est stable par résidu.

4.3.3.1 Cas général

On montre que sans au
une hypothèse sur la 
lasse d'approximation C, on déduit de

la 
ouverture d'un automate A une sur-approximation de l'enveloppe de la partie de E
représentée par A.

Lemme 4.53

Pour tout automate A et pour tout état q ∈ Q, on a :

env(ρ(L(Aq))) ⊆ cov(A)q

Démonstration :

Considérons un mot σ ∈ L(Aq). Il existe un 
hemin q
σ−→ qf dans l'automate A tel que

qf ∈ F . Comme cov(A) est une 
ouverture, on a cov(A)qf
⊆ σ−1.cov(A)q. On déduit de

ρ(ε) ∈ cov(A)qf
que ρ(σ) ∈ cov(A)q. On a don
 prouvé l'in
lusion ρ(L(Aq)) ⊆ cov(A)q.

En passant à l'enveloppe, 
omme cov(A)q ∈ C, on obtient l'in
lusion re
her
hée. �

Le 
orollaire suivant montre 
omment utiliser la 
ouverture minimale d'un automate

A pour obtenir une sur-approximation de l'enveloppe de la partie de E représentée par A.
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Corollaire 4.54

Pour tout automate A, on a

env(ρ(L(A))) ⊆ env





⋃

q0∈Q0

cov(A)q0





Démonstration :

Le lemme 4.53 montre que env(ρ(L(A)q)) ⊆ cov(A)q pour tout état q ∈ Q. De L(A) =
⋃

q0∈Q0
(L(A)q0), on déduit :

env(ρ(L(A))) = env(
⋃

q0∈Q0

ρ(L(Aq0)))

= env(
⋃

q0∈Q0

env(ρ(L(Aq0)))

⊆ env(
⋃

q0∈Q0

cov(A)q0)

�

Cependant, 
omme le montre le lemme suivant, l'in
lusion prouvée dans le 
orollaire

4.54 n'est en général pas une égalité.

Lemme 4.55

Il existe une représentation ρ stable par résidu, une 
lasse d'approximation C, un automate

A tels que l'in
lusion du 
orollaire 4.54 est stri
te.

Démonstration :

On reprend l'exemple du lemme 4.2. On se pla
e dans le 
as E = N et Σ = {a, b}.
La fon
tion ρ est dé�nie sur tout Σ∗

par ρ(σ) = |σ|. La 
lasse d'approximation C est

donnée par C = {N, P} où P est l'ensemble des entiers pairs. L'automate A est donné

par Q = {q0, q, qf}, ∆ = {q0 a−→ q, q
a−→ qf}, Q0 = {q0} et F = {qf}. Remarquons que

env(ρ(L(A))) = P ( cov(A)q0 = N. �

Remarque 4.56

Dans la preuve du lemme 4.55, si l'on avait pris la 
lasse d'approximation C = {N, P, I}
où I est l'ensemble des entiers impairs, on aurait obtenu l'égalité dans le 
orollaire 4.54.

Cette 
lasse d'approximation est un 
as parti
ulier des 
lasses d'approximation que nous

allons étudier à partir de maintenant : les 
lasses d'approximation stables par résidu.

4.3.3.2 Cas stable par résidu.

Pour obtenir l'égalité dans le 
orollaire 4.54, on dé�nit la 
lasse des approximations

stables par résidus.
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Dé�nition 4.57

Une 
lasse d'approximation C d'un ensemble E est stable par résidu pour une représentation

ρ si tout résidu d'un élément de C est un élément de C.

On a alors la ré
iproque du lemme 4.53.

Lemme 4.58

Considérons une 
lasse d'approximation stable par résidu. Pour tout automate A et pour

tout état q ∈ Q, on a :

env(ρ(L(Aq))) ⊇ cov(A)q

Démonstration :

On note (Cq)q∈Q la suite dé�nie par Cq = env(ρ(L(Aq))). Pour montrer que cov(A)q ⊆
Cq, il su�t de montrer que (Cq)q∈Q est une 
ouverture de l'automate A. Pour tout qf ∈ F ,
on a ε ∈ L(Aqf

), don
 ρ(ε) ∈ Cqf
. Reste à montrer que pour toute transition q

b−→ q′,
on a Cq′ ⊆ b−1.Cq. On a L(A)q′ ⊆ b−1.L(Aq) ⊆ b−1.ρ−1(ρ(L(Aq))) ⊆ b−1.ρ−1(Cq). Ainsi
ρ(L(Aq′)) ⊆ b−1.Cq. Comme C est stable par résidu, on a b−1.Cq ∈ C. Par minimalité de

l'enveloppe, on obtient l'in
lusion Cq′ = env(ρ(L(Aq′))) ⊆ b−1.Cq. Cela montre que la suite

(Cq)q∈Q est une 
ouverture de l'automate A. �

Le théorème suivant permet déduire l'enveloppe d'une partie représentée par un auto-

mate A à partir de la 
ouverture minimale de A.

Théorème 4.59

Considérons une 
lasse d'approximation stable par résidu. Pour tout automate A, on a

env(ρ(L(A))) = env(
⋃

q0∈Q0

cov(A)q0)

Démonstration :

Les propositions 4.53 et 4.58 montrent que env(ρ(L(A)q)) = cov(A)q pour tout état

q ∈ Q. De L(A) =
⋃

q0∈Q0
(L(A)q0), on déduit :

env(ρ(L(A))) = env(
⋃

q0∈Q0

ρ(L(Aq0)))

= env(
⋃

q0∈Q0

env(ρ(L(Aq0)))

= env(
⋃

q0∈Q0

cov(A)q0)

�

4.3.3.3 Cas non stable par résidu : étoile d'une partie

L'étoile d'une partie de Nm
est un exemple d'enveloppe pour une 
lasse d'approxima-

tion qui n'est pas stable par résidu pour la représentation ρm.
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Rappelons que l'étoile d'une partie X ⊆ Nm
est l'ensemble X∗

des ve
teurs que l'on

peut obtenir 
omme une somme �nie de ve
teurs de X. Ainsi, formellement, on a :

X∗ =

{

k
∑

i=1

xi; k > 0; xi ∈ X
}

Montrons que l'étoile d'une partie 
orrespond à une 
lasse d'approximation qui n'est pas

stable par résidu. Une partie étoilée est une partie X ⊆ Nm
telle que X∗ = X. Remarquons

que la 
lasse des parties étoilées est une 
lasse d'approximation. L'enveloppe d'une partie


orrespond alors à l'étoile de 
ette partie. Le lemme suivant montre que la 
ouverture

minimale ne peut-être utilisée pour 
al
uler l'enveloppe d'une partie représentée par un

UBA.

Lemme 4.60

La 
lasse des parties étoilées n'est pas stable par résidu.

Démonstration :

Considérons la partie X = 3.N qui est étoilée. Comme 1 = γ1(0) 6∈ X, on a 0 6∈ γ−1
1 (X).

Ainsi γ−1
1 (X) ne peut-être étoilée 
ar une partie étoilée 
ontient le ve
teur nul. �

On ne peut ainsi utiliser la 
ouverture minimale d'un automate pour 
al
uler l'étoile d'une

partie représentée par un UBA. Ce résultat n'est pas étonnant 
ar l'étoile d'une partie

UBA-représentable n'est pas en général UBA-représentable 
omme le prouve la proposition

suivante.

Proposition 4.61

Il existe une partie UBA-représentable dont l'étoile n'est pas UBA-représentable.

Démonstration :

Notons P = {2n; n > 0}. Considérons la partie UBA-représentable X = P × {1} et
supposons par l'absurde que X∗

est UBA-représentable. La partie Y = (X∗+(1, 0))∩(P ×
N) est alors UBA-représentable. Considérons la partie UBA-représentable Z dé�nie par :

Z = {(x, k) ∈ Y ; ∀k′ ∈ N; k′ < k ⇒ (x, k′) 6∈ Y }

Après avoir prouvé que Z = {(2k, k); k > 0}, on montre qu'une telle partie n'est pas

UBA-représentable.

Montrons l'in
lusion {(2k, k); k > 0} ⊆ Y . Pour tout k > 0, on a (2k, k) ∈ Y . Puisque
2k − 1 =

∑k−1
i=0 2i

, il vient (2k, k) =
∑k−1

i=0 (2i, 1) + (1, 0), don
 (2k, k) ∈ Y .
Prouvons maintenant que Y ⊆ {(2n, k); n 6 k}. Soit (2n, k) ∈ Y . Il existe une suite

de k ve
teurs (2ni , 1)16i6k de X telle que (x, k) = (1 +
∑k

i=1 2ni , k). Comme 2ni + 2ni′ =

22.ni
pour ni = ni′ , en regroupant les mêmes puissan
es de 2 dans la somme

∑k
i=1 2ni

, il

existe une partie R ⊆ N telle que card(R) 6 k et telle que

∑k
i=1 2ni =

∑

r∈R 2r
. Comme

∑n−1
i=0 2i = 2n− 1 =

∑

r∈R 2r
, par uni
ité de la dé
omposition binaire, R = {0, . . . , n− 1}.

De l'inégalité card(R) 6 k, on déduit n 6 k.
Des in
lusions {(2k, k); k > 0} ⊆ Y j {(2n, k); n 6 k}, on déduit par dé�nition de Z,

l'égalité Z = {(2k, k); k > 0}.
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Pour montrer que Z n'est pas UBA-représentable, on va montrer que l'ensemble des

résidus de Z est in�ni. Soit k0 ∈ N, et 
onsidérons le mot σk0 = 02.k0
. On a :

γ−1
σk0

(Z) = N ∩
(

1

2k0
(X)

)

= {(22k0 .k−k0 , k); k >
k0

2k0
}

Ainsi, pour k0 6= k′0, on a γ−1
σk0

(Z) 6= γ−1
σk′0

(Z). L'ensemble des résidus de Z est don
 in�ni.

La partie Z n'est don
 pas UBA-représentable. D'où une 
ontradi
tion. �

Remarque 4.62

Mer
i à Peter Habermelh pour avoir simpli�é ma preuve de la proposition pré
édente.

Remarque 4.63

Rappelons que l'étoile d'un ensemble Presburger-dé�nissable est Presburger-dé�nissable

en passant par les semi-linéaires [Reu89℄ et remarquons que dès qu'une partie X ⊆ N


ontient 1, on a X∗ = N qui est don
 UBA-représentable. Il semble di�
ile de 
ara
tériser

les parties UBA-représentables dont l'étoile est UBA-représentable.

Problème ouvert 4.64

Cara
tériser les parties UBA-représentables dont l'étoile est UBA-représentable.

4.4 Couverture minimale d'un automate binaire

Dans 
ette dernière se
tion, on étudie la 
omplexité du 
al
ul de la 
ouverture minimale

d'un automate binaire pour deux 
lasses d'approximation : les parties a�nes et les parties

semi-a�nes de Nm
. On obtient ainsi deux résultats d'approximation :

� l'enveloppe a�ne d'une partie X ⊆ Nm
représentée par un automate binaire est


al
ulable en temps polyn�mial, et

� l'enveloppe semi-a�ne d'une partie X ⊆ Nm
représentée par un automate binaire

est 
al
ulable en temps exponentiel.

Pour 
ela, on 
ommen
e par montrer dans la sous-se
tion 4.4.1 que de nombreuse 
lasses

de parties de Nm
sont des 
lasses d'approximation stables par résidu. Dans la sous-se
tion

4.4.2, on donne un algorithme de 
al
ul de la 
ouverture a�ne. En�n, dans la sous-se
tion

4.4.3, on montre 
omment utiliser 
et algorithme pour 
al
uler la 
ouverture semi-a�ne.

Rappelons quelques notations données dans le 
hapitre 3 :

� l'enveloppe a�ne de Nm
d'une partie X ⊆ Nm

est notée aff
N

m (X),
� l'enveloppe a�ne de Qm

d'une partie X ⊆ Qm
est notée aff(X),

� l'enveloppe semi-a�ne de Nm
d'une partie X ⊆ Nm

est notée saff
N

m (X), et
� l'enveloppe semi-a�ne de Qm

d'une partie X ⊆ Qm
est notée saff(X).

Rappelons en�n que l'algorithmique des parties a�nes et semi-a�nes de Nm
et Qm

est

aussi donnée dans le 
hapitre 3.
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4.4.1 Classe d'approximation stable par résidu

Dans 
ette sous-se
tion, on montre la stabilité par résidu de di�érentes 
lasses d'ap-

proximation.

Proposition 4.65

Les 
lasses de parties suivantes :

� les parties a�nes de Nm
.

� les parties semi-a�nes de Nm
.

� les 
los par les haut.

� les 
los par le bas.

� les parties 
onvexes de Nm
.

sont des 
lasses d'approximation stables par résidu pour la représentation ρm.

Démonstration :

Rappelons que le résidu d'une partie X ⊆ Nm
par un mot σ est la partie γ−1

σ (X) (
.f.
la proposition 4.35).

A�nes : Nm
est une partie a�ne de Nm

et une interse
tion quel
onque de parties

a�nes est une partie a�ne. De plus, 
omme γσ est a�ne, la 
lasse des parties a�nes est

stable par résidu.

Semi-a�ne : la proposition 3.6 prouve que la 
lasse des semi-a�nes de Nm
est stable

par interse
tion quel
onque. Comme γσ est a�ne, 
ette 
lasse est stable par résidu.

Clos par le haut : l'ensemble Nm
est 
los par le haut et une interse
tion quel
onque de


los par le haut est 
los par le haut. Montrons que la 
lasse des 
los par le haut est stable

par résidu. Soit σ ∈ Σ∗
et un ensemble 
los par le haut X et montrons que γ−1

σ (X) est 
los
par le haut. On 
onsidère don
 x ∈ γ−1

σ (X) et y > x. Comme la fon
tion γσ est 
roissante,

on a alors γσ(y) > γσ(x) ∈ X. Puisque X est 
los par le haut, on a γσ(y) ∈ X. Ainsi

y ∈ γ−1
σ (X), on a don
 montré que la 
lasse des 
los par le haut est stable par résidu.

Clos par le bas : une preuve symétrique au 
as �
los par le haut� prouve que la 
lasse

des 
los par le bas est stable par résidu.

Convexe : Nm
est 
onvexe et une interse
tion quel
onque de 
onvexes reste 
onvexe.

Or la 
lasse des 
onvexes est stable par résidu. En e�et 
onsidérons un mot σ et un


onvexe C ⊆ Nm
. Montrons que γ−1

σ (C) est 
onvexe. Pour 
ela, on prend deux ve
teurs

x, x′ ∈ γ−1
σ (C) et un ve
teur z ∈ Nm

tels qu'il existe t, t′ ∈ Q+
véri�ant t + t′ = 1

et z = t.x + t′.x′ et on montre que z ∈ γ−1
σ (C). Comme γσ est une fon
tion a�ne, on

a γσ(z) = t.γσ(x) + t′.γσ(x′). Par 
onvexité de C, on obtient γσ(z) ∈ C. La 
lasse des

ensembles 
onvexes est don
 stable par résidu. �

Le théorème 4.59, montre alors que l'enveloppe d'une partie X ⊆ Nm
représentée par

un automate binaire A peut-être 
al
ulée à partir de la 
ouverture minimale de l'automate

A.
Dans la suite, les 
as a�nes et semi-a�nes sont détaillés.

Remarque 4.66

Le 
as 
los par le haut est symétrique du 
as a�ne alors que le 
as 
onvexe est symétrique

du 
as semi-a�ne. On peut déduire de 
e dernier 
as un résultat inattendu : l'enveloppe
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onvexe d'un UBA est un polyèdre. Ces résultats ne sont pas développés dans 
ette thèse

mais seront pro
hainement soumis à publi
ation.

4.4.2 Couverture a�ne

Dans 
ette sous-se
tion, on prouve que l'algorithme 1 
al
ule en temps polynomial la


ouverture a�ne minimale d'un automate binaire. On obtient 
omme 
orollaire que l'en-

veloppe a�ne d'une partie X ⊆ Nm
représentée par un automate binaire est 
al
ulable en

temps polynomial.

Algorithme 1 Algorithme de 
al
ul de la 
ouverture a�ne minimale.

1: entrée : un automate binaire A.
2: sortie : la 
ouverture a�ne minimale de l'automate binaire A.
3:

4: Soit (Aq)q∈Q la suite de parties a�nes de Nm
dé�nie par

Aq =

{

{−→0 } si q ∈ F
∅ sinon

5: tant que il existe une transition q
b−→ q′ telle que γb(Aq′) 6⊆ Aq faire

6: Aq ⇐ aff
N

m (Aq ∪ γb(Aq′))
7: renvoyer (Aq)q∈Q

Théorème 4.67

La 
ouverture a�ne minimale d'un automate binaire est 
al
ulée en temps polynomial par

l'algorithme 1.

Démonstration :

On 
ommen
e par montrer que la ligne 6 de l'algorithme est exé
utée au plus (m+1).|Q|
fois. À 
haque fois que la ligne 6 est exé
utée, la dimension de la partie a�ne Aq 
roît

stri
tement. Comme la dimension d'une partie a�ne de Nm
est un entier entre 0 et m− 1,

la ligne 6 ne peut être exé
utée qu'au plus (m+ 1).|Q| fois.
Montrons alors que les espa
es a�nes 
al
ulés par l'algorithme ont une taille qui reste

polyn�mialement petite tout au long de l'exé
ution. Notons i le nombre de fois que la ligne

6 a été exé
utée. Une ré
urren
e immédiate prouve que pour tout état q ∈ Q, il existe
une partie Xq ⊆ γ

Σ6i
r

(
−→
0 ) telle que Aq = aff

N

m (Xq). Comme taille(γσ(
−→
0 )) 6 m. log(|σ|)

pour tout σ 6= ε, le théorème 3.23 montre que la taille des espa
es a�nes 
al
ulés reste

polyn�mialement petite.

On a don
 prouvé que l'algorithme s'exé
utait en temps polynomial. Il reste alors à

montrer que 
et algorithme 
al
ule bien la 
ouverture a�ne minimale.

Rappelons que (Aq)q∈Q ⊆Q (A′
q)q∈Q si et seulement si Aq ⊆ A′

q pour tout q ∈ Q.
Montrons qu'à toute étape de l'algorithme, la suite (Aq)q∈Q est in
luse dans cov(A).
Remarquons que (Aq)q∈Q est bien in
luse dans cov(A) après l'exé
ution de la ligne 4.
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Comme la ligne 6 est la seule autre ligne qui modi�e la suite (Aq)q∈Q, il su�t de mon-

trer que si (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A) avant l'exé
ution de la ligne 6 alors (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A)

après son exé
ution. Considérons (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A) et une transition q
b−→ q′. On a

aff
N

m (Aq∪γb(Aq′)) ⊆ cov(A)q et par dé�nition d'une 
ouverture, cov(A)q′ ⊆ γ−1
b (cov(A)q).

Comme de plus (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A), on a γb(Aq′) ⊆ γb(cov(A)q′) ⊆ cov(A)q. Ainsi, on a

Aq ∪ γb(Aq′) ⊆ cov(Aq). Comme cov(A)q est une partie a�ne de Nm
, on a don
 prouvé

l'in
lusion re
her
hée aff
N

m (Aq ∪ γb(Aq′)) ⊆ cov(A)q.

Cela montre en parti
ulier qu'à la ligne 7, l'in
lusion (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A) reste valide.
Montrons alors qu'à la ligne 7, la suite (Aq)q∈Q est une 
ouverture. À 
ette ligne, la


ondition de la bou
le tant que n'est plus valide. On a don
 γb(Aq′) ⊆ Aq pour toute

transition q
b−→ q′. D'où Aq′ ⊆ γ−1

b (Aq). De
−→
0 ∈ Aqf

pour tout état qf ∈ F , on déduit

que (Aq)q∈Q est une 
ouverture de l'automate A. Par minimalité de la 
ouverture cov(A),
on obtient cov(A) ⊆Q (Aq)q∈Q. En�n, 
omme (Aq)q∈Q ⊆Q cov(A), on a bien l'égalité

cov(A) = (Aq)q∈Q. �

En remarquant qu'un automate binaire est un 
as parti
ulier de �programmes a�nes�,

on aurait pu déduire de [MOS04℄, un algorithme de 
al
ul de la 
ouverture a�ne en temps

polynomial.

Corollaire 4.68

L'enveloppe a�ne d'une partie X ⊆ Nm
représentée par un automate binaire est 
al
ulable

en temps polynomial.

4.4.3 Couverture semi-a�ne

Dans 
ette sous-se
tion, on prouve que la 
ouverture semi-a�ne minimale d'un auto-

mate binaire est 
al
ulable en temps exponentiel. Pour 
al
uler 
ette 
ouverture, on montre

qu'en �dépliant� un automate binaire, on obtient un nouvel automate binaire dont la 
ou-

verture semi-a�ne minimale 
oïn
ide ave
 la 
ouverture a�ne minimale. Il su�ra alors

d'utiliser l'algorithme de 
al
ul de la 
ouverture a�ne minimale sur 
e nouvel automate

pour en déduire la 
ouverture semi-a�ne minimale de l'automate binaire de départ.

Pour 
ela, on 
ommen
e par étudier des propriétés de stabilité des parties a�nes. Puis,

on introduit la 
lasse des automates binaires dépliés. En�n, on prouve que la 
ouverture

semi-a�ne est 
al
ulable en temps exponentiel.

4.4.3.1 Stabilité des parties a�nes

On montre deux résultats de stabilité des espa
es a�nes, à savoir que, pour toute partie

X ⊆ Nm
, telle que saff(X) est a�ne,

� l'enveloppe saff(γσ(X)) est a�ne pour tout mot σ ∈ Σ∗
r , et

� l'enveloppe saff(γL∗(X)) est a�ne pour tout langage L ⊆ (Σm
r )∗.

Le premier résultat de stabilité s'obtient 
omme 
orollaire du lemme suivant.

Lemme 4.69

Pour toute partie X ⊆ Qm
et pour tout mot σ, on a :

saff(λσ(X)) = λσ(saff(X))
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Démonstration :

Comme la fon
tion λσ est une fon
tion a�ne et bije
tive sur Qm
, on peut appliquer

la proposition 3.13 à la fon
tion λ−1
σ . On obtient alors l'égalité énon
ée. �

Corollaire 4.70

Pour toute partie X ⊆ Nm
telle que saff(X) est a�ne et pour tout mot σ ∈ Σ∗

r , l'enveloppe

saff(γσ(X)) est a�ne.

Pour montrer le se
ond résultat de stabilité, on 
ommen
e par 
ara
tériser dans le

lemme 4.71 l'enveloppe saff(λσ∗(X)) puis on montre dans le lemme 4.72 un résultat de


ommutativité saff(λσ∗
1σ∗

2
(X)) = saff(λσ∗

2σ∗
1
(X)).

Lemme 4.71

Pour toute partie X ⊆ Qm
et pour tout mot σ tel que m divise la longueur de σ, on a :

saff(λσ∗(X)) = Q.

(

saff(X) +
1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

)

− 1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

Démonstration :

On note S le semi-a�ne de Qm
dé�ni par S = saff(

⋃

k>0 λσk(X)) et on note SX

l'espa
e semi-a�ne SX = saff(X). Le lemme 4.69 prouve que pour tout entier k > 0, on
a λk

σ(SX) = saff(λσk(X)) ⊆ S. Une ré
urren
e immédiate sur k montre que pour tout

a ∈ SX , on a :

λk
σ(a) = r

|σ|
m

.k.a+
r

|σ|
m

.k − 1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

= r
|σ|
m

.k.

(

a+
1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

)

− 1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

En appliquant la proposition 3.13 qui permet �de faire sortir� une fon
tion a�ne d'une

enveloppe semi-a�ne, on déduit de l'égalité pré
édente :

saff(λσ∗({a})) = Q.

(

a+
1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

)

− 1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

En rappelant que saff(λσ∗({a})) ⊆ S pour tout a ∈ SX , on obtient :

S′ = Q.

(

SX +
1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ)

)

− 1

r
|σ|
m − 1

.ρm(σ) ⊆ S

En prenant l'enveloppe semi-a�ne de l'in
lusion

⋃

k>0 λσk(X) ⊆ S′
, on déduit S ⊆ S′

. On

a don
 prouvé S = S′
. �
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Lemme 4.72

Pour toute partie X ⊆ Nm
et pour tout 
ouple de mots (σ1, σ2) tel que m divise la longueur

de σ1 et la longueur de σ2, on a :

saff(λσ∗
1σ∗

2
(X)) = saff(λσ∗

2σ∗
1
(X))

Démonstration :

Posons x1 = 1

r
|σ1|
m −1

.ρm(σ1) et x2 = 1

r
|σ2|
m −1

.ρm(σ2). Le lemme 4.71 montre que

saff(λσ∗
1σ∗

2
(X)) = Q.

(

saff(λσ∗
2
(X)) + x1

)

− x1

= Q. (Q. (saff(X) + x2)− x2 + x1)− x1

= Q. (saff(X) + x2) + Q. (x1 − x2)− x1

= Q.

(

saff(X) +
1

2
(x1 + x2)

)

+ Q. (x1 − x2)−
1

2
(x1 + x2)

Par symétrie, on obtient don
 saff(λσ∗
1σ∗

2
(X)) = saff(λσ∗

2σ∗
1
(X)). �

On peut alors démontrer le se
ond résultat de stabilité.

Proposition 4.73

Pour toute partie X ⊆ Nm
telle que saff(X) est a�ne et pour tout langage L ⊆ (Σm

r )∗,
l'enveloppe saff(γL∗(X)) est a�ne.

Démonstration :

Comme L est dénombrable, on peut 
onsidérer une suite de mots σi ∈ L telle que

L = {σi; i > 0}. Considérons la suite (Ai)i>0 de semi-a�nes de Qm
dé�nie par la ré
urren
e

suivante : A0 = saff(X) et Ai+1 = saff(γσ∗
i
(Ai)). Le lemme 4.69 montre que pour tout i > 0,

l'espa
e Ai est a�ne. Ainsi, la suite (Ai)i>0 est une suite 
roissante d'espa
es a�nes de

Qm
. Une telle suite est né
essairement stationnaire. Ainsi, il existe un indi
e i0 > 0 tel

que pour tout i > i0, on a Ai = Ai0 . En parti
ulier, 
ela prouve que pour tout i > i0,
on a λσi

(A) ⊆ A. Puisque A = saff(λσ∗
0 ...σ∗

i0
(A0)), par le lemme 4.71, pour tout i 6 i0,

on a A = saff(λσ∗
i .σ∗

0 ...σ∗
i−1.σ∗

i+1...σ∗
i0

(A0)). Ainsi λσi
(A) ⊆ A pour tout i 6 n0. On a don


montré λσ(A) ⊆ A pour tout σ ∈ L. En parti
ulier saff(λL∗(A)) ⊆ A. Comme X ⊆ A,
on a montré que saff(λL∗(X)) ⊆ A. Comme de plus A = saff(λσ∗

0 ...σ∗
i0

(X)), on a aussi

A ⊆ saff(λL∗(X)). �

4.4.3.2 Dépliage d'un automate binaire

Pour pouvoir utiliser les deux résultats de stabilité des espa
es a�nes, prouvés pré
é-

demment, on dé�nit la 
lasse des automates binaires dépliés et on montre 
omment déplier

un automate.

Dé�nition 4.74

Un automate binaire déplié est un automate binaire A tel que :
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(P1) l'ensemble des états �naux est un singleton F = {qf},
(P2) l'entier m divise la longueur de toutes les bou
les q

σ−→ q, et
(P3) pour toute 
omposante fortement 
onnexe C, il existe au plus une transition

q
b−→ q′ telle que q ∈ C et q′ 6∈ C.

On 
ommen
e par montrer que la propriété (P2) peut-être fa
ilement imposée à un

automate binaire (elle est véri�ée par les NDD), puis on prouve que tout automate binaire

possédant 
ette propriété peut-être déplié.

Lemme 4.75

Pour tout automate binaire A, on peut 
onstruire en temps polynomial un automate binaire

A′
a

eptant le même langage et véri�ant (P2).

Démonstration :

Il su�t de syn
hroniser l'automate A = (Q,Σr,∆, Q0, F ) ave
 l'automate a

eptant le

langage (Σm
r )∗. On note k[m] ∈ {0, . . . ,m−1} le reste de la division eu
lidienne de l'entier

k ∈ Z par m. L'automate A′
est dé�ni par :

� Q′ = Q× {0, . . . ,m− 1},
� ∆′ = {(q, i[m])

b−→ (q′, i+ 1[m]); (q, b, q′) ∈ ∆; i ∈ N},
� Q′

0 = Q0 × {0}, et
� F ′ = F × {0, . . . ,m− 1}.

Remarquons que par 
onstru
tion A′

onvient. �

Lemme 4.76

Pour tout automate binaire A véri�ant (P2), on peut 
onstruire en temps exponentiel un

automate binaire déplié A′
a

eptant le même langage.

Démonstration :

Il su�t de �déplier� les 
omposantes fortement 
onnexes de l'automate binaire A.
�

On déduit des deux lemmes pré
édents que tout automate binaire peut être déplié.

Proposition 4.77

De tout automate binaire A, on 
onstruit en temps exponentiel un automate binaire déplié

A′
a

eptant le même langage.

4.4.3.3 Cal
ul de la 
ouverture semi-a�ne

On montre 
omment 
al
uler la 
ouverture semi-a�ne minimale d'un automate binaire

en prouvant que la 
ouverture semi-a�ne minimale d'un automate binaire déplié est égale

à sa 
ouverture a�ne minimale.

Proposition 4.78

La 
ouverture semi-a�ne minimale d'un automate binaire déplié est égale à sa 
ouverture

a�ne minimale.
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Démonstration :

Pour tout 
ouple d'états (q, q′), on note Lq→q′ l'ensemble des étiquettes des 
hemins

allant de q à q′.
On 
ommen
e par montrer que pour toute partie X ⊆ Nm

telle que cov
Q

m (X) est

a�ne et pour tout 
ouple d'états (q, q′) dans la même 
omposante fortement 
onnexe, l'en-

veloppe semi-a�ne S = saff(γLq→q′
(X)) est a�ne. La proposition 4.73 prouve que A =

saff(γLq′→q′
(X)) est un espa
e a�ne. Considérons un mot σ0 ∈ Lq→q′ et montrons que S =

λσ0(A). Comme S ⊇ saff(γσ0.Lq→q(X)) = λσ0(A), il su�t de montrer l'in
lusion inverse.

Considérons don
 un mot σ ∈ Lq→q′ . Comme q et q′ sont dans la même 
omposante forte-

ment 
onnexe, il existe un mot w ∈ Lq′→q. On a saff(γwσLq′→q′
(X)) = λwσ(saff(γLq→q(X))).

Comme de plus γwσLq′→q′
(X) ⊆ γLq′→q′

(X), on a montré que λwσ(A) ⊆ A. Comme λwσ0

est une fon
tion a�ne bije
tive et 
omme A est un espa
e a�ne, 
ette in
lusion est en

fait une égalité λwσ(A) = A. En parti
ulier pour σ = σ0, on a aussi λwσ0(A) = A. Ainsi,
λσ(A) = λ−1

w (A) = λσ0(A). On a don
 en parti
ulier prouvé que γσ(X) ⊆ λσ(A) = λσ0(A).
On obtient alors S = saff(γLq→q′

(X)) ⊆ λσ0(A). On a ainsi démontré que saff(γLq′→q
(X))

est a�ne.

On note qf l'unique état �nal de l'automate binaire déplié A et on note Cf la 
ompo-

sante fortement 
onnexe asso
iée à qf . Pour 
haque 
omposante fortement 
onnexe C 6= Cf

de A telle qu'il existe un 
hemin allant d'un état de C à qf , on note qC
bC−→ q′C l'unique

transition telle que qC ∈ C et q′C 6∈ C. La 
omposante fortement 
onnexe asso
iée à q′C est

notée α(C).
Considérons alors un état q ∈ Q et notons C sa 
omposante fortement 
onnexe asso
iée.

Remarquons que s'il n'existe pas de 
hemin allant de q à qf alors L(A)q = ∅. Les lemmes

4.53 et 4.58 montrent alors que cov(A)q = ∅ et la proposition est don
 vraie. On peut

don
 supposer qu'il existe un 
hemin allant de q à qf et on note alors Cn, . . . , C0 l'unique

suite de 
omposantes fortement 
onnexes dé�nie par Cn = C, C0 = Cf et Ci = α(Ci+1).
Remarquons que le langage L(Aq) est par 
onséquen
e égal à Lq→qf

si n = 0 et au langage

suivant dans le 
as n > 1 :

L(Aq) = Lq→qC0
bC0Lq′

C0
→qC1

. . . bCn−1Lq′
Cn−1

→qCn

Or, d'après les lemmes 4.53 et 4.58, la 
ouverture cov(Aq) est égale à saff(L(Aq)). Une
ré
urren
e immédiate sur n montre dès lors que 
ette enveloppe est a�ne. �

On obtient par suite un algorithme de 
al
ul en temps exponentiel de l'enveloppe semi-

a�ne d'une partie X représentée par un automate binaire.

Théorème 4.79

Soit X ⊆ Nm
une partie représentée par un automate binaire A. L'ensemble des 
ompo-

santes a�nes de saff(X) est 
al
ulable en temps exponentiel. De plus, 
haque 
omposante

a une taille polynomiale.

Démonstration :

Considérons un automate binaire A. On 
ommen
e par déplier l'automate A en utili-

sant la proposition 4.77. On obtient alors un automate binaire déplié A′
a

eptant le même

langage que A. On 
al
ule la 
ouverture a�ne minimale de l'automate binaire Aq ave
 le
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orollaire 4.68. Montrons que les espa
es a�nes obtenus ont une taille polynomiale en la

taille de A. Pour 
ela, il su�t de remarquer que l'on peut déplier à la volée les 
ompo-

santes de l'automate A. La proposition 4.78 montre que 
ette 
ouverture a�ne est en fait

la 
ouverture semi-a�ne minimale. En utilisant le théorème 4.59, on obtient à partir de


ette 
ouverture, les 
omposantes a�nes de saff(X). �

Corollaire 4.80

La 
ouverture semi-a�ne minimale d'un automate binaire est 
al
ulable en temps expo-

nentiel.

Démonstration :

Considérons un automate binaire A. En appliquant le théorème 4.79 aux automates

binaire Aq, on déduit des lemmes 4.53 et 4.58 la 
ouverture semi-a�ne de A. �

Cette 
omplexité exponentielle en temps ne peut pas être évitée en général 
omme le

montre le lemme 4.81. Ainsi, tout algorithme qui 
al
ule la 
ouverture semi-a�ne mini-

male d'un automate binaire en représentant les semi-a�nes de Nm
par une union �nie de

parties a�nes de Nm
, demande au moins un temps exponentiel. Pour obtenir une meilleure


omplexité il est don
 né
essaire de 
hoisir une autre représentation des parties semi-a�nes

de Nm
. Dans le 
hapitre 5 suivant, on étudiera la représentation des semi-a�nes par des

automates binaires 
anoniques.

Lemme 4.81

Il existe une suite d'UBA (An)n>1 telle que le nombre d'états de An est égal à 2.n+ 3 et

telle que le nombre de 
omposantes a�nes de saff(ρm(L(A))) est égal à 2n
.

Démonstration :

On 
onsidère l'automate An = (Qn,Σ2,∆n, {q0}, {qn}) dé�ni par

Qn = {q0, q′0, q1, q′1 . . . , qn, q′n}

et par ∆n = {q0 1−→ q′0, q
′
0

0−→ q0}
⋃

16i6n{qi−1
0−→ q′i, q

′
i

0,1−−→ qi} ∪ {qn 0−→ qn}. L'automate

A3 est représenté par la �gure 4.1. Remarquons qu'en 
omplétant l'automate An (il suf-

�t d'ajouter un état puit et des transitions allant vers 
et état), on obtient un UBA à

2.(n + 1) + 1 = 2.n + 3 états re
onnaissant la partie Xn = ρm((1.0)∗.(0.(0 + 1))n.0∗).
De ρm((0.(0 + 1))n.0∗) = {0} × {0, . . . , 2n − 1}, on déduit Xn = {2k.(0, i) + (2k −
1).(1, 0); k > 0; i ∈ {0, . . . , 2n − 1}}. Les propositions 3.13 et 3.12 montrent alors que

saff(Xn) =
⋃

06i<2n Q.(1, i)− (1, 0). L'ensemble des 
omposantes de saff(Xn) est don
 égal
à {Q.(1, i)− (1, 0); i ∈ {0, . . . , 2n − 1}}. �
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Figure 4.1 L'automate A3

q0 q′1 q1 q′2 q2 q′3 q3

q′0

1 0

0 0 0

1 1 1

0

0 0 0



CHAPITRE 5

Automate binaire et formule de Presburger

Dans 
e 
hapitre, on étudie le lien entre les formules de Presburger et les automates

binaires et on montre 
omment 
onstruire une formule de Presburger (sans quanti�
ateur)

à partir d'un automate binaire.

La logique de Presburger permet de dé
rire le lien entre les 
ompteurs d'un système,

avant et après l'exé
ution d'une transition ([BGP97℄ [BGP99℄ [CJ98℄ [FL02℄), de dé�nir et

de 
al
uler des ensembles d'états a

essibles ([Boi98℄ [FO97b℄ [HP79℄ [Lam94℄ [BFLP03℄

[FS00a℄ [FS00b℄).

Le problème de la validité d'une formule de Presburger est don
 un problème 
entral en

véri�
ation. Pour �dépasser� sa 
omplexité élevée ([Ber77℄ [FR74℄), di�érentes te
hniques de

résolution ont été proposées ; l'outil Omega ([Ome℄) élimine les quanti�
ateurs et simpli�e

les formules ([FR74℄) ; l'outil Brain ([Bra℄ [RV02℄) dé
ompose un ensemble Presburger-

dé�nissable sous forme d'un semi-linéaire ([GS66℄ [Huy85℄ [Reu89℄ [Hue78℄ [vzGS78℄) ; les

outils Csl-Alv, Fast, Lash et Mona 
onsidèrent une représentation par automate bi-

naire (
hapitre 4), aussi appelé NDD ([Boi98℄ [WB95℄ [WB00℄) ou DFA ([BC96℄ [Kla97℄

[KMS02℄) ; on trouvera dans [GBD02℄ une étude 
omparative de 
es di�érentes te
hniques.

N'oublions pas qu'il ne su�t pas de savoir représenter des ensembles d'états, pour


al
uler e�e
tivement l'ensemble des états a

essibles d'un système. En e�et, pour qu'un


al
ul itératif de point �xe, utilisant la logique de Presburger, 
onverge, il est 
ru
ial

de simpli�er les stru
tures obtenues à 
haque itération. La représentation par automate

est bien adaptée à 
e problème. En e�et, une simple minimisation d'automate ([Hop71℄)

permet de représenter 
anoniquement un ensemble dé�ni par une formule de Presburger.

Cela explique pourquoi les �model-
he
ker symboliques� 
omme Csl-Alv, Fast ou Lash

utilisant 
ette représentation en interne, arrivent à 
al
uler e�
a
ement des ensembles

d'états a

essibles ([BB02℄ [BB03℄ [FL02℄).

Cependant, 
ette représentation par automate pose au moins trois problèmes. Première-

ment, les automates peuvent être exponentiellement plus grands qu'une formule équivalente

sans quanti�
ateur ([BC96℄,[WB95℄). Deuxièmement, on peut di�
ilement appliquer des

méthodes d'abstra
tion 
omme 
elles développées dans [BPR02℄ 
onsistant �à oublier une
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partie des formules�. En�n, alors que l'on peut avoir une �intuition� de l'ensemble repré-

senté par une formule de Presburger, 
ela est di�
ile même pour un automate binaire

d'une dizaine d'états.

A�n de 
ontourner 
es problèmes, nous nous proposons d'étudier la synthèse d'une

formule de Presburger à partir d'un automate binaire. Rappelons que dans [Mu
03℄ et

[BHMV94℄, il est prouvé que l'on peut dé
ider si un ensemble représenté par un automate

binaire est Presburger-dé�nissable (on déduit un algorithme dé
idant si un automate bi-

naire représente un ensemble Presburger-dé�nissable en temps 4-EXP). Malheureusement,

au
une piste n'est donnée pour synthétiser une formule en temps élémentaire.

Dans 
e 
hapitre, on s'intéresse à un sous-problème, 
elui de la synthèse d'une formule

non-quanti�ée. Ce problème est motivé par le fait que toute formule de Presburger peut

être vue 
omme une su

ession de quanti�
ateurs appliqués à une formule non-quanti�ée,

et qu'expérimentalement l'ensemble d'a

essibilité de beau
oup de systèmes à 
ompteurs

est représentable par une formule de Presburger sans quanti�
ateur (
hapitre 10).

On a obtenu les résultats suivants :

� On peut dé
ider en temps exponentiel si l'ensemble représenté par un automate

binaire est non-quanti�é (voir la �n du 
hapitre 2 pour la dé�nition de non-quanti�é).

� Pour un tel automate, on peut faire la synthèse d'une formule de Presburger non-

quanti�ée en temps exponentiel.

Dans la se
tion 5.1, on rappelle 
omment 
onstruire en temps élémentaire l'automate

binaire 
anonique (CBA) représentant les solutions d'une formule de Presburger. Puis,

dans la se
tion 5.2, on montre qu'en temps exponentiel, on peut dé
ider si un automate

binaire représente une partie non-quanti�ée. En�n, dans la dernière se
tion 5.3 on prouve

qu'en temps exponentiel, on peut synthétiser une formule de Presburger non-quanti�ée à

partir d'un automate.

5.1 De la formule à l'automate

Toute formule de Presburger est équivalente à une formule de la forme Q1 . . . Qnφ où φ
est une formule non-quanti�ée et où Qi est un quanti�
ateur (Qi ∈ {∃x, ∀x}), simplement

en déplaçant les quanti�
ateurs d'une formule vers la gau
he.

Dans les sous-se
tions 5.1.1 et 5.1.2, on étudie les algorithmes de 
onstru
tion des

automates binaires 
anoniques représentant respe
tivement une partie non-quanti�ée et

une partie dé�nissable dans la logique de Presburger.

5.1.1 Formule non-quanti�ée

Comme une formule non-quanti�ée est une 
onjon
tion, disjon
tion ou négation de

formules de la forme 〈α, x〉 = c, il est naturel de 
her
her à 
onstruire pour une telle

formule l'automate binaire 
anonique Aα,c représentant l'ensemble des ve
teurs x ∈ Nm

solutions. On prouve qu'il n'existe pas d'algorithme 
onstruisant Aα,c en temps polynomial

en la taille de l'entrée et de la sortie du problème : taille(α) + taille(c) + taille(Aα,c). On
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déduit de 
e résultat qu'un algorithme qui 
onstruit un automate binaire non ambigu (qui

peut être ou non 
anonique) A′
α,c équivalent à Aα,c en temps polynomial en l'entrée et la

sortie de l'algorithme taille(α) + taille(c) + taille(A′
α,c) produit des automates binaires qui

ne peuvent pas être polyn�mialement petits devant Aα,c. Il faudra alors penser à utiliser

systématiquement un algorithme de minimisation d'automates après l'utilisation d'un tel

algorithme de 
onstru
tion.

Pour montrer que la 
onstru
tion de l'automate binaire 
anonique Aα,c ne peut se faire

en temps polynomial, on 
ommen
e par énon
er le résultat de 
omplexité suivant.

Proposition 5.1 ([S
h87℄)

Soit α ∈ Zm
et c ∈ Z. Dé
ider si le système 〈α, x〉 = c admet une solution x ∈ Nm

est

NP-
omplet.

Remarque 5.2

Rappelons que l'on peut dé
ider en temps polynomial si 〈α, x〉 = c admet une solution

dans Zm
([S
h87℄).

On en déduit alors la proposition re
her
hée.

Proposition 5.3

Il n'existe pas d'algorithme de 
onstru
tion de l'automate binaire 
anonique Aα,c en temps

polynomial en l'entrée et la sortie du problème taille(α) + taille(c) + taille(Aα,c) sous la


onje
ture P 6=NP.

Démonstration :

Supposons qu'il existe un algorithme 
onstruisant l'automateAα,c en temps polynomial

en taille(α) + taille(c) + taille(Aα,c). Par hypothèse, il existe un polyn�me P (X) ∈ N[X]
que l'on peut supposer non 
onstant tel que pour tout α ∈ Zm

et pour tout c ∈ Z,

l'algorithme de 
onstru
tion de Aα,c s'arrête après P (taille(α) + taille(c) + taille(Aα,c))
étapes. On dé�nit alors un nouvel algorithme qui prend en entré un 
ouple (α, c) et dé
ide
si 〈α, x〉 = c admet une solution x ∈ Nm

. L'algorithme simule l'algorithme de 
onstru
tion

de Aα,c pendant P (taille(α)+taille(c)+taille(A(∅))) étapes où A(∅) est l'automate binaire


anonique représentant l'ensemble vide. Si l'algorithme termine avant 
e nombre d'étapes

maximal, il su�t de dé
ider que 〈α, x〉 = c admet une solution x ∈ Nm
si et seulement si le

langage a

epté par l'automate Aα,c est non vide (
e test se fait en temps polynomial en

taille(A)α,c 6 P (taille(α) + taille(c) + taille(A(∅))). Si l'algorithme n'a pas terminé avant,


omme la fon
tion i → P (i) dé�nie sur N est stri
tement 
roissante, et que P (taille(α) +
taille(c) + taille(Aα,c)) < P (taille(α) + taille(c) + taille(A(∅)), on a A(∅) 6= Aα,c. Dans


e 
as L(Aα,c) est non vide et il existe ainsi un ve
teur x ∈ Nm
solution de 〈α, x〉 = c.

L'algorithme dé
ide alors que 〈α, x〉 = c admet une solution x ∈ Nm
. On a don
 prouvé

l'existen
e d'un algorithme en temps polynomial pour dé
ider si 〈α, x〉 = c admet une

solution x ∈ Nm
. Comme 
e problème est NP-
omplet, on a P = NP . �

Modulo la 
onje
ture P6=NP, on a don
 montré qu'un algorithme de 
onstru
tion po-

lynomial en l'entrée et la sortie n'est pas possible. Dans la pratique, les algorithmes de


onstru
tion utilisés produisent des automates binaires non ambigus A′
α,c équivalents à
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Aα,c en temps polynomial en O(taille(α) + taille(c) + taille(A′
α,c)) 
omme le montre le

lemme suivant.

Lemme 5.4 ([WB00℄,[BC96℄,[BB02℄)

Il existe un algorithme de 
onstru
tion qui pour tout 
ouple (α, c) 
onstruit un automate

binaire non ambigu A′
α,c équivalent à Aα,c en temps linéaire en la taille de l'entrée et de

la sortie taille(α) + taille(c) + taille(A′
α,c). De plus, le nombre d'états de l'automate A′

α,c

est borné par

3.m.(||α||1 + 1).
ln
(

r +
||c||1+1
||α||1+1

)

ln(r)

Remarque 5.5

La majoration du nombre d'états prouvée dans le lemme 5.4 pré
édent peut paraître 
om-

pliquée mais elle est donnée pour uni�er les deux bornes proposées, l'une par Boigelot et

Wolper en ln(|c|). ||α||1 et l'autre par Bartzis, Boudet, Bultan, et Comon en O(|c|+ ||α||1).
Ces deux bornes sont en e�et 
omplémentaires 
ar l'une montre que la taille est linéaire

en ||α||1 quand c et ||α||1 sont du même ordre de grandeur et l'autre montre que la taille

est logarithmique en |c| quand |c| est grand devant ||α||1.

Montrons que les automates A′
α,c produits par un tel algorithme ne peuvent être poly-

n�mialement petits devant Aα,c.

Proposition 5.6

Considérons un algorithme 
onstruisant pour tout 
ouple (α, c) un automate binaire non

ambigu A′
α,c équivalent à Aα,c en temps polynomial en O(taille(α)+taille(c)+taille(A′

α,c)).
Sous la 
onje
ture P6=NP, il n'existe pas de polyn�me P tel que pour tout 
ouple (α, c) on
a :

taille(A′
α,c) 6 P (taille(Aα,c))

Démonstration :

Supposons l'existen
e d'un tel polyn�me P . Comme on peut minimiser l'automate

A′
α,c en temps polyn�mial, on obtient ainsi un algorithme de 
onstru
tion de Aα,c en

temps polynomial en O(taille(α) + taille(c) + taille(Aα,c)). D'après la proposition 5.3, on

a une 
ontradi
tion. �

La proposition 5.6 montre ainsi l'importante de minimiser les automates produits par

de tels algorithmes. Néanmoins, même après minimisation, la taille de l'automate Aα,c

peut rester exponentielle en taille(α), 
omme le montre le lemme 5.7 suivant.

Lemme 5.7

Pour tout n > 0, posons αn = (rn,−1). On a alors taille(αn) = n. ln(r)
ln(2) et taille(Aαn,0) > rn

.

Démonstration :

On se pla
e don
 dans le 
as m = 2. Notons Xn = {(x1, x2); 〈αn, (x1, x2)〉 = 0} =
N.(1, rn). Pour obtenir la taille de l'automate binaire 
anonique représentant Xn, étudions
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l'ensemble des résidus Q(Xn) de Xn = N.(1, rn). On va montrer que {N.(1, rn)+(0, j); j ∈
{0, . . . , rn − 1}} ⊆ Q(Xn). Considérons i ∈ {0, . . . , rn − 1}. Il existe une suite (bi)16i6n

de Σr telle que le mot σ = 0b10b2 . . . 0bn véri�e ρ2(σ) = (i, 0). On a alors γ−1
σ (Xn) =

( 1
rn (N.(1, rn) − (i, 0))) ∩ Nm = N.(1, rn) + (0, i). Comme de plus, pour tout i 6= i′ ∈
{0, . . . , rn−1}, on a N.(1, rn) + (0, i) 6= N.(1, rn) + (0, i′). On a don
 démontré que le


ardinal de Q(Xn) est supérieur à rn
. Ainsi, taille(Aαn,0) > rn

. �

Du lemme 5.4, on déduit de plus une majoration de la taille des automates binaires


anoniques représentant les solutions d'une formule non-quanti�ée (voir la �n du 
hapitre

2 pour la dé�nition de non-quanti�é).

Théorème 5.8 ([BC96℄,[WB95℄)

Soit X ⊆ Nm
une partie non-quanti�ée. Il existe un automate binaire non ambigu repré-

sentant X qui a une taille bornée exponentiellement par la taille de toute formule non-

quanti�ée représentant X. De plus, un tel automate est 
al
ulable en temps exponentiel.

Démonstration :

On montre le théorème par ré
urren
e sur la longueur des formules φ. Remarquons

que si φ est une formule de la forme φ := (t = c), alors le lemme 5.4 montre que l'on peut


onstruire en temps exponentiel un automate binaire non ambigu Aφ représentant JφK. Il
su�t alors de remarquer qu'en temps polynomial on 
onstruit à partir de deux automates

binaires non ambigus représentant respe
tivement JφK et Jφ′K, des automates binaires non

ambigus représentant respe
tivement J¬φK, Jφ ∨ φ′K et Jφ ∧ φ′K. �

Cette borne exponentielle ne peut malheureusement pas être évitée en général 
omme

le montre le lemme 5.7.

5.1.2 Formule de Presburger

Dans 
ette sous-se
tion on rappelle 
omment 
onstruire l'automate binaire 
anonique

représentant les solutions d'une formule de Presburger. Dans la pré
édente sous-se
tion,

on a montré 
omment 
onstruire l'automate binaire 
anonique asso
ié à une formule non-

quanti�ée. Ainsi, il su�t de montrer 
omment à partir d'un automate binaire Aφ re-

présentant les solutions d'une formule φ, on peut 
onstruire un automate binaire AQ φ

représentant les solutions de la formule Q φ où Q ∈ {∃x, ∀x} est un quanti�
ateur. On


ommen
e par montrer que 
ette 
onstru
tion est possible en temps exponentiel. On peut

ainsi 
onstruire à partir de toute formule de Presburger φ un automate binaire représentant

les solutions de φ. Pour montrer que 
ette 
onstru
tion peut se faire en temps élémentaire,

on éliminera les quanti�
ateurs d'une formule avant de 
onstruire l'automate binaire des

solutions.

5.1.2.1 Proje
tion

On 
ommen
e par établir le lien entre la partie X ⊆ Nm
des solutions d'une formule

de Presburger φ et les parties X∃xi
et X∀xi

de Nm−1
solutions respe
tivement de ∃xiφ et

∀xiφ. Pour 
ela, on introduit la fon
tion de proje
tion Πi qui �élimine� la ième variable.
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Dé�nition 5.9

Pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, on note Πi(X) : Nm → Nm−1
la fon
tion dé�nie par Πi(x1, . . . , xm) =

(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm).

Par dé�nition de J∃xi φK et J∀xi φK, on déduit X∃xi
= Πi(X) et X∀xi

= Nm\Πi(N
m\X).

Ainsi, pour 
onstruire un automate binaire non ambigu représentant X∃xi
où X∀xi

à partir

d'un automate binaire non ambigu représentant X, il su�t de montrer 
omment 
onstruire

un automate binaire non ambigu représentant Πi(X).
Pour 
ara
tériser les états d'un tel automate, il est naturel d'étudier les résidus de

Πi(X).

Proposition 5.10

Pour toute partie X ⊆ Nm
et pour tout i ∈ {0, . . . ,m− 1}, on a

γ−1
b (Πi(X)) =

{

Πi+1(γ
−1
b (X)) si i < m

⋃

b′∈Σr
Π1(γ

−1
bb′ (X)) si i = m

Démonstration :

Considérons le 
as i < m. Soit y ∈ γ−1
b (Πi(X)). Il existe x ∈ X tel que γb(y) = Πi(x).

De 
ette égalité, on déduit (y2, . . . , ym−1, r.y1 + b) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm). On a

alors (y1, . . . , ym−1) = (xm−b
r

, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm−1) = Πi+1(
xm−b

r
, x1, . . . , xm−1) =

Πi+1(γ
−1
b (x)). Ainsi y ∈ Πi+1(γ

−1
b (X)). Pour l'in
lusion ré
iproque, 
onsidérons y ∈

Πi+1(γ
−1
b (X)). Il existe alors x ∈ γ−1

b (X) tel que y = Πi+1(x) = (x1, . . . , xi, xi+2, . . . , xm).
On en déduit γb(y) = (x2, . . . , xi, xi+2, . . . , xm, r.x1 + b) = Πi(x2, . . . , xm, r.x1 + b) =
Πi(γb(x)). Comme γb(x) ∈ X, on a don
 prouvé que γb(y) ∈ Πi(X). Ainsi, on a y ∈
γ−1

b (Πi(X)).
Reste le 
as i = m. Soit y ∈ γ−1

b (Πm(X)) et 
onsidérons x ∈ X tel que γb(y) = Πm(x).
De 
ette égalité, on déduit (y2, . . . , ym−1, r.y1 + b) = (x1, . . . , xm−1). Notons b

′
le reste

de la division eu
lidienne de xm par r. Ainsi, (y1, . . . , ym−1) = (xm−1−b
r

, x1, . . . , xm−2) =

Π1(
xm−b′

r
, xm−1−b

r
, x1, . . . , xm−2) = Π1(γ

−1
bb′ (x)). On a don
 y ∈ ⋃b′∈Σr

Π1(γ
−1
bb′ (X)). Ré-


iproquement, 
onsidérons y ∈ ⋃b′∈Σr
Π1(γ

−1
bb′ (X)). Il existe alors b′ ∈ Σr tel que y ∈

Π1(γ
−1
bb′ (X)). Considérons x ∈ γ−1

bb′ (X) tel que y = Π1(x) = (x2, . . . , xm). On a γb(y) =
(x3, . . . , xm, r.x2 + b) = Πm(x3, . . . , r.x2 + b, r.x1 + b′) = Πm(γbb′(x)). De γbb′(x) ∈ X, on

déduit y ∈ γ−1
b (X). �

On obtient alors le résultat 
her
hé.

Proposition 5.11 ([BC96℄,[WB00℄)

Pour tout automate binaire non ambigu A à n états représentant une partie X ⊆ Nm

et pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, il existe un automate binaire non ambigu A′
à m.2n

états

représentant Πi(X). De plus, un tel automate est 
al
ulable en temps exponentiel.

Démonstration :

On redonne la preuve de 
ette proposition en utilisant les notions de 
ette thèse. Pour

la borne m.2n
, notons Q(X) l'ensemble des résidus de X. La proposition 5.10 montre que
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les résidus de Πi(X) sont de la forme

⋃

X′∈Q′ Πi′(X
′) où Q′ ⊆ Q(X) et i′ ∈ {1, . . . ,m}.

Le 
ardinal de l'ensemble des résidus de Πi(X) est don
 borné par m.2n
. Pour 
onstruire

e�e
tivement un tel automate, il su�t d'appliquer un des algorithmes d'élimination des

quanti�
ateurs [BC96℄,[WB00℄. �

Pour 
onstruire l'automate binaire 
anonique représentant l'ensemble des ve
teurs de

Nm
satisfaisant une formule de Presburger φ, il su�t alors d'appliquer k fois la proposition

5.11 où k est le nombre de quanti�
ateurs de φ.

5.1.2.2 Borne élémentaire

Pour montrer que la 
omplexité d'un tel algorithme est élémentaire, on étudie la taille

des automates binaires non ambigus représentants les solutions des formules de Presburger

produites par un algorithme d'élimination des quanti�
ateurs. Un tel algorithme produit

en e�et des formules non-quanti�ées de la forme 〈α, x〉 = c mais aussi des formules de la

forme 〈α, x〉 6 c et de la forme 〈α, x〉 = c[k].
Dans [BB02℄ il est montré qu'il existe un automate binaire non ambigu représentant

〈α, x〉 = c[k] dont la taille est en O(m.(||α||1 + |c|).k). En fait, on peut montrer une borne

bien plus �ne 
omme le montre le lemme suivant.

Lemme 5.12

Pour tout ve
teur α ∈ Zm
, pour tout c ∈ Z et pour tout k ∈ N∗

, la partie {x ∈ Nm; 〈α, x〉 =
c[k]} de Nm

est représentable par un automate binaire non ambigu dont le nombre d'états

est borné par (1 + 2.m.k). De plus, un tel automate est 
al
ulable en temps O(r.m.k).

Démonstration :

Dé�nissons la suite (kj)j>0 de N∗
par la formule de ré
urren
e k0 = k et kj+1 =

kj

pg
d(kj ,r) pour j > 0 où pg
d(kj, r) ∈ N∗
. On va montrer que l'ensemble des résidus de

{x ∈ Nm; 〈α, x〉 = c[k]} est in
lus dans la 
lasse C{∅}⋃j>0 Cj où Cj est la 
lasse des parties
de Nm

dé�nie par

Cj = {{x ∈ Nm;
〈

α, γi
0(x)

〉

= c0[kj]}; 0 6 i < m; 0 6 c0 < kj}

Comme {x ∈ Nm; 〈α, x〉 = c[k]} est dans C0, il su�t de montrer que la 
lasse C est stable
par résidu. Considérons don
 X ∈ C et b ∈ Σr et montrons que γ−1

b (X) ∈ C. Remarquons

que si X = ∅ alors γ−1
b (X) ∈ C. On peut don
 supposer que X 6= ∅. Don
 
e 
as, il existe

i ∈ {0, . . . ,m−1}, j > 0 et c0 ∈ {0, . . . , kj−1} tels queX = {x ∈ Nm;
〈

α, γi
0(x)

〉

= c0[kj]}.
On a γ−1

b (X) = {x ∈ Nm;
〈

α, γi
0(γb(x))

〉

= c0[kj]}. De γb(x) = γ0(x) + b.em, on déduit

γi
0(γb(x)) = γi+1

0 (x) + b.γi
0(em). Notons c′0 = c0 −

〈

α, γi
0(em)

〉

[kj]. On a alors γ−1
b (X) =

{x ∈ Nm;
〈

α, γi+1
0 (x)

〉

= c′0[kj]}. Remarquons que si i 6= m−1 alors γ−1
b (X) ∈ Ci. On peut

don
 supposer que i = m−1. Or γm
0 (x) = r.x, don
 γ−1

b (X) = {x ∈ Nm; r. 〈α, x〉 = c′0[kj]}.
On peut supposer que c′0 est divisible par pg
d(kj, r) 
ar autrement γ−1

b (X) = ∅. On note

r′ = r
pg
d(kj ,r) et c′′0 =

c′0
pg
d(kj ,r) . On a alors γ−1

b (X) = {x ∈ Nm; r′. 〈α, x〉 = c′′0[kj+1]}.
Comme r′ et kj+1 sont premiers entre eux, il existe u, v ∈ Z tels que r′.u + kj+1.v = 1
(on obtient deux tels entiers en utilisant l'algorithme d'Eu
lide). Notons c′′′0 = u.c′′0[kj+1]
et remarquons que γ−1

b (X) = {x ∈ Nm; 〈α, x〉 = c′′′0 [kj+1]}. On a don
 γ−1
b (X) ∈ C.
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Il su�t alors de majorer le 
ardinal de C. La suite (kj)j>0 étant dé
roissante dans

N∗
, elle est stationnaire. Notons j0 > 0 le premier indi
e tel que kj0+1 = kj0 . On a alors

kj = kj0 pour tout j > j0. Montrons que pour tout j ∈ {0, . . . , j0−1}, on a kj+1 6 1
2kj . Par

dé�nition de j0, on a kj+1 6= kj . Ainsi, pg
d(kj, r) > 2 et on a don
 l'inégalité kj+1 6 1
2kj .

Cela montre en parti
ulier que card(C) 6 1 + m.(k0 + · · · + kj0) 6 1 + m.k.
∑j0

j=0
1
2j 6

1 +m.k.
∑∞

j=0
1
2j = 1 + 2.m.k. On déduit card(C) 6 1 + 2.m.k. �

Une version légèrement modi�ée de l'algorithme de 
onstru
tion de {x ∈ Nm; 〈α, x〉 =
c} proposé dans le lemme 5.4 nous permet de borner la taille de l'automate binaire 
ano-

nique représentant {x ∈ Nm; 〈α, x〉 6 c}.

Lemme 5.13 ([WB00℄,[BC96℄,[BB02℄)

Il existe un algorithme de 
onstru
tion qui pour tout 
ouple (α, c) 
onstruit un automate

binaire non ambigu A représentant la partie {x ∈ Nm; 〈α, x〉 6 c} en temps linéaire en

O(taille(α) + taille(c) + taille(A)) et dont le nombre d'états est borné par

3.m.(||α||1 + 1).
ln
(

r +
||c||1+1
||α||1+1

)

ln(r)

On peut alors borner la taille de l'automate binaire 
anonique représentant l'ensemble

des solutions d'une formule de Presburger.

Théorème 5.14 ([WB00℄,[BB02℄)

Il existe une 
onstante c telle que pour toute formule de Presburger φ, l'automate binaire


anonique représentant φ a une taille bornée par

222c.taille(φ)

Le théorème 5.14 montre en parti
ulier que pour toute formule de Presburger φ et pour

toute suite de quanti�
ateurs Q1 · · ·Qn, l'automate binaire 
anonique AQ1···Qm φ représen-

tant Q1 · · ·Qm φ a une taille élémentaire en la taille de la formule φ. Cependant, 
ela ne

prouve pas que AQ1 ... Qmφ a une taille élémentaire en la taille de l'automate binaire 
ano-

nique représentant φ. Pour obtenir un tel résultat, il faudrait pouvoir �résoudre le problème

ouvert 5.15� suivant.

Problème ouvert 5.15

Soit CP la 
lasse des automates binaires 
anoniques représentant des parties dé�nissables

dans la logique de Presburger. Pour tout automate A dans CP , on note l(A) la taille de la

plus petite formule de Presburger dont l'ensemble des solutions est représenté par A. La
fon
tion l(A) est-elle bornée de façon élémentaire en la taille de A ?

Rappelons que dans [BHMV94℄ et [Mu
03℄, il est prouvé que l'on peut dé
ider si un

automate binaire non ambigu A représente une partie dé�nissable dans la logique de Pres-

burger. La 
omplexité de l'algorithme est 4-EXPTIME.
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5.2 Les parties non-quanti�ées de Nm

Un point de départ pour résoudre le problèmes ouvert 5.15, est l'étude des automates bi-

naires non ambigus représentant des parties non-quanti�ées. Dans 
ette se
tion, on montre

que l'on peut dé
ider en temps exponentiel si un automate binaire non ambigu représente

une partie non-quanti�ée. Ce résultat est nouveau, aussi bien d'un point de vue dé
idabilité

que 
omplexité.

Dans la sous-se
tion 5.2.1 on introduit la 
lasse des parties a�nes irrédu
tibles permet-

tant de dé
omposer une partie non-quanti�ée en une union �nie de parties non-quanti�ées

plus simples. Cette dé
omposition sera utilisée dans la sous-se
tion 5.2.2 pour montrer que

l'on peut 
al
uler l'automate binaire représentant l'enveloppe semi-a�ne d'une partie X en

modi�ant simplement les états �naux de tout automate binaire non ambigu représentant

X. En�n, dans la sous-se
tion 5.2.3, on montre qu'en 
al
ulant la 
ouverture semi-a�ne

d'une partie X, on peut 
ara
tériser les parties non-quanti�ées.

5.2.1 Les parties a�nes irrédu
tibles de Nm

On montre que l'on peut dé
omposer une partie non-quanti�ée X en une union �nie

de parties non-quanti�ées de la forme A\S où A est une partie a�ne et S une partie semi-

a�ne telles que saff
N

m (A\S) = A. Remarquons que 
ette dé
omposition n'est pas triviale


ar il existe des parties a�nes A et des parties semi-a�nes S telles que saff(A\S) ( A
(prendre par exemple A = {(1, 0), (0, 1)} et S = {(0, 1)}).

Pour obtenir une telle dé
omposition, on 
ara
térise dans la proposition suivante une


lasse de parties a�nes �irrédu
tibles�.

Proposition 5.16

Considérons une partie a�ne A. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

� Pour toute suite �nie (Ai)i∈I de parties a�nes telle que A ⊆ ⋃i∈I Ai, il existe i ∈ I
tel que A ⊆ Ai.

� L'enveloppe semi-a�ne saff(A) est un espa
e a�ne.

Démonstration :

Supposons que saff(A) soit un espa
e a�ne et 
onsidérons une suite �nie (Ai)i∈I de

parties a�nes de Nm
telle que A ⊆ ⋃i∈I Ai. De saff(A) ⊆ ⋃

i∈I saff(Ai), on déduit en

utilisant la proposition 3.16 qu'il existe i ∈ I tel que saff(A) ⊆ saff(Ai). En prenant

l'interse
tion de 
ette in
lusion ave
 Nm
, on déduit l'in
lusion A ⊆ Ai. Ré
iproquement,

supposons que pour toute suite �nie (Ai)i∈I de parties a�nes de Nm
telle que A ⊆ ⋃i∈I Ai,

il existe i ∈ I tel que A ⊆ Ai. Notons S = saff(A). De S =
⋃

A′∈comp(S)A, on déduit

A = S ∩ Nm =
⋃

A′∈comp(S)A
′ ∩ Nm

. Ainsi, par hypothèse, il existe A′ ∈ comp(S) tel que

A ⊆ A′ ∩ Nm
. On a alors S = saff(A) ⊆ A′

. De A′ ⊆ S on déduit alors saff(A) = A′
qui

est don
 un espa
e a�ne. �

Dé�nition 5.17

Une partie a�ne A est irrédu
tible si saff(A) est un espa
e a�ne.
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Dans la proposition 5.18, on montre que toute partie a�ne se dé
ompose en une union

�nie de parties a�nes irrédu
tibles.

Proposition 5.18

Toute partie a�ne peut se dé
omposer en une union �nie de parties a�nes irrédu
tibles.

Démonstration :

SoientX ⊆ Nm
une partie a�ne de Nm

et S le semi-a�ne de Qm
dé�ni par S = saff(X).

Considérons une 
omposante a�ne A de S. On va montrer que A ∩ Nm
est une partie

a�ne irrédu
tible de Nm
. La proposition 3.17 montre que

⋃

A′∈comp(S)A
′ = S. Ainsi de

S = saff(S ∩ Nm), on déduit S = saff(
⋃

A′∈comp(S)A
′ ∩ Nm) =

⋃

A′∈comp(S) saff(A′ ∩ Nm).
Comme A est un espa
e a�ne in
lus dans S, la proposition 3.16 montre qu'il existe un

espa
e a�ne A′ ∈ comp(S) tel que A ⊆ saff(A′∩Nm). De A ⊆ A′ ⊆ S et A ∈ comp(S), on
déduit A = A′

. On a don
 A ⊆ saff(A∩Nm). Puisque saff(A∩Nm) ⊆ A, saff(A∩Nm) = A
est un espa
e a�ne. La partie A ∩Nm

est don
 une partie a�ne irrédu
tible de Nm
. Pour

prouver la proposition, il su�t alors de remarquer que X =
⋃

A∈comp(S)(A ∩ Nm). �

Les parties a�nes irrédu
tibles véri�ent bien la propriété re
her
hée.

Proposition 5.19

Pour toute partie a�ne irrédu
tible A et pour toute partie semi-a�ne S telles que A 6⊆ S,
on a :

saff
N

m (A\S) = A

Démonstration :

De A = (A\S)∪ (A∩S), on déduit saff(A) = saff(A\S)∪ saff(A∩S). Comme saff(A)
est un espa
e a�ne de Qm

, la proposition 3.16, montre que soit saff(A) ⊆ saff(A\S), soit
saff(A) ⊆ saff(A ∩ S). Remarquons que si saff(A) ⊆ saff(A ∩ S), alors saff(A) ⊆ saff(S).
On a alors A = saff

N

m (A) ⊆ saff
N

m (S) = S 
e qui est absurde. Ainsi, on a montré que

saff(A) ⊆ saff(A\S). On déduit de saff(A\S) ⊆ saff
Qm

(A) que saff(A\S) = saff(A). D'où
saff

N

m (A\S) = A. �

On obtient alors la dé
omposition re
her
hée des parties non-quanti�ées.

Proposition 5.20

Toute partie non-quanti�ée peut se dé
omposer en une union �nie de parties non-quanti�ées

de la forme A\S où A est une partie a�ne irrédu
tible et S une partie semi-a�ne véri�ant

A 6⊆ S.

Démonstration :

Il existe une suite (Ai)16i6n de parties a�nes de Nm
et une suite (Si)16i6n de parties

semi-a�nes de Nm
telles que X =

⋃

16i6nAi\Si. La proposition 5.18 montre que 
haque

Ai peut se dé
omposer en une union �nie de parties a�nes irrédu
tibles de Nm
. On peut

don
 supposer que les parties a�nes Ai sont irrédu
tibles. Remarquons en�n que si Ai ⊆ Si

alors Ai\Si = ∅. On peut don
 aussi supposer que Ai 6⊆ Si. �
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5.2.2 Couverture d'un automate binaire non-quanti�é

On montre dans 
ette sous-se
tion qu'en modi�ant simplement l'ensemble des états

�naux d'un automate binaire non ambigu représentant une partie X non-quanti�ée, on

obtient une représentation de saff
N

m (X).

Dé�nition 5.21

Pour tout automate binaire non ambigu A, on note A0 l'automate binaire obtenu à partie

de A en remplaçant l'ensemble de 
es états �naux par F0 = {q ∈ Q;
−→
0 ∈ cov(A)q} où

cov(A) est la 
ouverture semi-a�ne de A.

Dans le 
as général où au
une hypothèse n'est faite sur la partie X représenté par

l'automate binaire non ambigu A, la proposition 5.22 montre que la partie représentée par

l'automate A0 est in
luse dans saff
N

m (X).

Proposition 5.22

Pour toute partie X représentée par un automate binaire non ambigu A, on a :

L(A0)) ⊆ ρ−1
m (saff

N

m (X))

Démonstration :

Considérons un mot σ ∈ L(A0) et montrons que σ ∈ ρ−1
m (saff

N

m (X)). On note q0
σ−→ q

un 
hemin a

eptant σ dans A0. Par dé�nition de A0, on a

−→
0 ∈ cov(A)q. Comme cov(A)

est une 
ouverture, on a don
 cov(A)q ⊆ γ−1
σ (cov(A)q0). Ainsi, ρm(σ) ∈ cov(A)q0 . Les

lemmes 4.53 et 4.58 montrent que cov(A)q0 = saff
N

m (ρm(L(Aq0))) = saff
N

m (X). On a

ainsi prouvé que σ ∈ ρ−1
m (saff

N

m (X)). �

Comme le montre le lemme 5.23, on n'a pas l'égalité en général.

Lemme 5.23

Il existe un automate binaire non ambigu A représentant une partie X ⊆ Nm
tel que

L(A0) 6= ρ−1
m (saff

N

m (X)).

Démonstration :

On se pla
e dans le 
as m = 1 et r = 2 et 
onsidère la partie X = {2i; i > 0}. Étudions
les résidus de X. On a γ−1

0 (X) = X, γ−1
1 (X) = {0}. De plus γ−1

0 ({0}) = 0 et γ−1
1 ({0}) = ∅.

Ainsi, l'ensemble Q(X) des états de l'automate A(X) est égal à Q(X) = {X, {0}, ∅}. Les
lemmes 4.53 et 4.58 montrent que pour tout q ∈ Q(X), on a cov(A(X))q = saff

N

m (q). Ainsi,
de saff

N

m (X) = Q, saff
N

m ({0}) = {0} et saff
N

m (∅) = ∅, on déduit L(A0) = {0} ∪ X 6=
ρ−1

m (saff
N

m (X)) = Q. �

Cependant, on va montrer que si l'automate binaire A représente une partie non-

quanti�ée X, alors A0 est un automate binaire non ambigu représentant saff
N

m (X). Pour

ela, on 
ommen
e par montrer que la 
lasse des parties non-quanti�ées est stable par

résidu et que les fon
tions γ−1
b et saff

N

m

ommutent pour toute partie non-quanti�ée X.
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Proposition 5.24

La 
lasse des parties non-quanti�ées de Nm
est stable par résidu.

Démonstration :

D'après la proposition 5.20, il su�t de montrer que le résidu d'une partie X = A\S
où A est une partie a�ne de Nm

et S est une partie semi-a�ne de Nm
, est non-quanti�é.

Or le résidu de X par un mot σ est égal à γ−1
σ (X) = γ−1

σ (A)\γ−1
σ (S). Comme la 
lasse des

parties semi-a�nes est stable par résidu, la partie γ−1
σ (X) est non-quanti�ée. �

Proposition 5.25

Pour toute partie non-quanti�ée X ⊆ Nm
et pour tout b ∈ Σr, on a :

γ−1
b (saff

N

m (X)) = saff
N

m (γ−1
b (X))

Démonstration :

La proposition 5.20 montre qu'il su�t de prouver la proposition pour X = A\S où A
est une partie a�ne irrédu
tible de Nm

et S une partie semi-a�ne de Nm
telles que A 6⊆ S.

Remarquons que γ−1
b (X) = γ−1

b (A)\γ−1
b (S).

Montrons que γ−1
b (A) est irrédu
tible et que γ−1

b (A) 6⊆ γ−1
b (S). Le lemme 3.13 appli-

qué à la fon
tion a�ne λ−1
b , montre que saff(γ−1

b (A)) = λb(saff(A)) et saff(γ−1
b (S)) =

λ−1
b (saff(S)). En parti
ulier, 
ela prouve que γ−1

b (A) est irrédu
tible. Supposons par l'ab-
surde que γ−1

b (A) ⊆ γ−1
b (S). En prenant l'enveloppe semi-a�ne de 
ette in
lusion, on

obtient saff(γ−1
b (A)) ⊆ saff(γ−1

b (S)). Ainsi, on λ−1
b (saff(A)) ⊆ λ−1

b (saff(S)). Comme λb

est surje
tive, on a alors saff(A) ⊆ saff(S). D'où A ⊆ S. On obtient alors une 
ontradi
-

tion. Cela prouve que γ−1
b (A) 6⊆ γ−1

b (S).
Le lemme 5.19 montre alors que saff

N

m (X) = A et saff
N

m (γ−1
b (X)) = γ−1

b (A). De 
es
deux égalités, on déduit γ−1

b (saff
N

m (X)) = saff
N

m (γ−1
b (X)). �

On peut alors démontrer l'in
lusion manquante.

Proposition 5.26

Pour toute partie non-quanti�ée X ⊆ Nm
représentée par un automate binaire non ambigu

A, on a :

L(A0)) ⊇ ρ−1
m (saff

N

m (X))

Démonstration :

Considérons un mot σ ∈ ρ−1
m (saff

N

m (X)) et montrons que σ ∈ L(A0). De γσ(
−→
0 ) ∈

saff
N

m (X) on déduit

−→
0 ∈ γ−1

σ (saff
N

m (X)). La proposition 5.25 prouve alors que

−→
0 ∈

saff
N

m (γ−1
σ (X)). Comme l'automate A est 
omplet, il existe un 
hemin q0

σ−→ q dans A.
Comme de plus l'automateA est déterministe, on a σ−1.L(A) = L(Aq). La proposition 4.35

prouve que γ−1
σ (X) = ρm(σ−1.L(A)). Ainsi, on a

−→
0 ∈ saff

N

m (ρm(L(A)q)). Des lemmes

4.53 et 4.58, on déduit saff
N

m (ρm(L(A)q)) = cov(A)q. On a ainsi prouvé que σ ∈ L(A′).
�

En appliquant les propositions 5.22 et 5.26, on montre alors que A0 est bien l'automate


orrespondant à l'enveloppe semi-a�ne.
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Théorème 5.27

Soit A un automate binaire non ambigu représentant une partie X ⊆ Nm
non-quanti�ée.

L'automate A0 est un automate binaire non ambigu représentant saff
N

m (X).

Pour 
onstruire l'automate A0, il su�t de savoir dé
ider l'appartenan
e

−→
0 ∈ cov(A)q.

En modi�ant l'algorithme de 
onstru
tion de la 
ouverture semi-a�ne en algorithme de

de
ison, on prouve que l'on peut dé
ider 
e problème en temps NP.

Problème ouvert 5.28

Trouver la 
omplexité du problème de de
ision

−→
0 ∈ cov(A)q pour un état q d'un automate

binaire 
anonique A.

5.2.3 Cara
térisation des parties non-quanti�ées

Dans 
ette sous-se
tion, on 
ara
térise algorithmiquement les automates binaires non

ambigus représentant des parties non-quanti�ées. En remarquant que X est une partie

non-quanti�ée si et seulement si la di�éren
e entre l'enveloppe semi-a�ne saff
N

m (X) et X
est une partie non-quanti�ée, on déduit une 
ara
térisation des parties non-quanti�ées par

sur-approximation de plus en plus �ne. En itérant 
ette te
hnique à la limite, on introduit

la notion de noyau d'une partie X et on montre que 
e noyau est vide si et seulement si

X est non-quanti�ée.

Dé�nition 5.29

Pour toute partie X ⊆ Nm
, on note δ(X) = saff

N

m (X)\X.

Comme la suite de parties semi-a�nes (saff
N

m (δi(X))i>0) est dé
roissante, elle devient

alors stationnaire. Le semi-a�ne que l'on obtient à la limite est appelé le noyau.

Dé�nition 5.30

Le noyau d'une partie X de Nm
est le semi-a�ne noté ker(X) et dé�ni par :

ker(X) =
⋂

i>0

saff
N

m (δi(X))

5.2.3.1 Critère algébrique

On montre que le noyau d'une partie X est vide si et seulement si X est non-quanti�é.

Lemme 5.31

Pour toute partie X ⊆ Nm
, il existe un entier i0 > 0 tel que ker(X) = saff

N

m (δi0(X)).

Démonstration :

Remarquons que pour toute partie X ⊆ Nm
, la proposition 3.6 prouve l'existen
e d'un

entier i0 > 0 tel que ker(X) =
⋂

06i6i0
saff

N

m (δi(X)). Comme la suite (saff
N

m (δi(X)))i>0

est une suite dé
roissante, on a bien ker(X) = saff
N

m (δi0(X)). �
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Proposition 5.32

Pour toute partie X ⊆ Nm
, on a :

X est non ambigu si et seulement si δ(X) est non ambigu.

Démonstration :

Remarquons que si X est non ambigu alors δ(X) = saff
N

m (X)\X est non ambigu.

Ré
iproquement, supposons δ(X) non ambigu. Comme X = saff
N

m (X)\δ(X), la partie X
est non ambigue. �

Pour montrer que les 
omposantes a�nes de saff(δ(X)) sont stri
tement in
luses dans

les 
omposantes a�nes de saff(X), on prouve le lemme 5.33 suivant.

Lemme 5.33

Soit X ⊆ Nm
une partie non-quanti�ée. On a alors

comp(saff(X)) ∩ comp(saff(δ(X))) = ∅

Démonstration :

La proposition 5.20 prouve qu'il existe une suite (Ai)16i6n de parties a�nes irrédu
-

tibles de Nm
et une suite (Si)16i6n de parties semi-a�nes de Nm

véri�ant Ai 6⊆ Si et telles

que X =
⋃

16i6nAi\Si. Le lemme 5.19 montre alors que saff
N

m (X) =
⋃

16i6nAi. On a

don
 :

δ(X) =





⋃

16i6n

Ai



 \





⋃

16j6n

Aj\Sj





=
⋃

16i6n

⋂

16j6n

((Ai\Aj) ∪ (Ai ∩ Sj))

=
⋃

16i6n

⋃

J⊆{1,...,n}





⋂

j∈J

(Ai\Aj)
⋂

j 6∈J

(Ai ∩ Sj)





Supposons par l'absurde l'existen
e d'un espa
e a�ne A dans comp(saff(X)) et dans

comp(saff(δ(X))). Comme A ⊆ saff(X), le lemme 3.16 montre qu'il existe un entier

i ∈ {1, . . . , n} tel que A ⊆ saff(Ai). Comme A est une 
omposante, on a alors l'égalité

A = saff(Ai). De plus, 
omme A ⊆ saff(δ(X)), le lemme 3.16 montre qu'il existe un entier

i′ ∈ {1, . . . ,m} et une partie J ⊆ {1, . . . , n} tels que A ⊆ saff
N

m (
⋂

j∈J(Ai′\Aj)
⋂

j 6∈J(Ai′ ∩
Sj)). On a alors A ⊆ Ai′ . Comme A est une 
omposante, on a l'égalité A = Ai′ . On

sépare la preuve en deux 
as : i ∈ J et i 6∈ J . Considérons le 
as i ∈ J . On a alors

A ⊆ saff
N

m (Ai′\Ai) = ∅. Comme A est non vide on a don
 une 
ontradi
tion. Considérons

en�n le 
as i 6∈ J . On a alors Ai = A ⊆ Si et on a une 
ontradi
tion. �

On prouve alors la 
ara
térisation suivante des parties non-quanti�ée.

Théorème 5.34

Une partie est non-quanti�ée si et seulement si son noyau est vide.
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Démonstration :

Considérons une partie X ⊆ Nm
. Supposons que ker(X) = ∅ et montrons que X est

non-quanti�é. Le lemme 5.31 prouve qu'il existe i0 > 0 tel que ker(X) = saff
N

m (δi0(X)). On
a ainsi δi0(X) = ∅. Comme ∅ est non-quanti�é, la proposition 5.32 montre alors que X est

non-quanti�ée. Ré
iproquement, supposons X non-quanti�ée et montrons que ker(X) =
∅. D'après le lemme 5.31, il existe un entier i0 > 0 tel que ker(X) = saff

N

m (δi0(X)).
Considérons Y = δi0(X). Le lemme 5.32 montre que Y est non-quanti�ée. De plus, on a

saff
N

m (Y ) = ker(X) ⊆ saff
N

m (δ(Y )) ⊆ saff
N

m (Y ). On a don
 saff
N

m (Y ) = saff
N

m (δ(Y )).
Le lemme 5.33 montre alors que Y = ∅. Ainsi, on a ker(X) = ∅. �

5.2.3.2 Critère algorithmique

Pour montrer que l'on peut dé
ider un temps exponentiel si un automate binaire non

ambigu représente une partie non-quanti�ée, on 
ommen
e par montrer que le noyau d'une

partie X est vide si et seulement si δm+1(X) est vide. Il su�t ainsi de 
al
uler l'automate

binaire non ambigu représentant δm+1(X) pour savoir si X est non-quanti�é.

Proposition 5.35

Pour toute partie X ⊆ Nm
, on a ker(X) = ∅ si et seulement si δm+1(X) = ∅.

Démonstration :

Remarquons que si δm+1(X) = ∅ alors ker(X) = ∅. Il su�t don
 de montrer que

si ker(X) = ∅ alors δm+1(X) = ∅. Le théorème 5.34 prouve que X est non-quanti�é.

Montrons par ré
urren
e que la dimension des 
omposantes de saff(δi(X)) est bornée par
m− i pour i 6 m+1. Pour i = 0 la ré
urren
e est immédiate. Supposons don
 l'hypothèse

de ré
urren
e vraie pour i 6 m et 
onsidérons une 
omposante A de saff(δi+1(X)). Comme

saff(δi+1(X)) ⊆ saff(δi(X)), la proposition 3.16 prouve qu'il existe une 
omposante A′
de

saff(δi(X)) telle que A ⊆ A′
. Le lemme 5.33 montre que A 6= A′

. Ainsi, dim(A) < dim(A′).
Or par hypothèse de ré
urren
e, on a dim(A′) 6 m − i. On a don
 prouvé la ré
urren
e.

En parti
ulier, on a prouvé que δm+1(X) = ∅. �

Pour 
onstruire un automate binaire non ambigu représentant δ(X) étant donné un

automate binaire non ambigu A représentant X, l'idée est de 
onsidérer l'automate binaire

non ambigu A0 dé�ni dans la sous-se
tion pré
édente et de montrer que 
et automate

représente bien une partie semi-a�ne. En e�et, si 
e n'est pas le 
as, le théorème 5.27

prouve que X n'est pas non-quanti�é. Pour réaliser 
e teste, on utilisera la proposition

5.36 suivante.

Proposition 5.36

Pour toute partie a�ne de X de Nm
représentée par un espa
e a�ne A de Qm

, on peut


onstruire en temps polynomial une formule non-quanti�ée φX représentant X.

Démonstration :

Notons ρ(A) = (a,M) la représentation 
anonique de l'espa
e a�ne A. Rappelons que
ΠA(x) = M.x + a est la proje
tion orthogonale sur A. Ainsi, x ∈ A si et seulement si
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Algorithme 2 Dé
ide si un UBA A représente une partie non-quanti�ée.

1: entrée : Un automate binaire non ambigu A = (Q,Σr,∆, {q0}, F ).
2: sortie : �non-quanti�é� si ρm(L(A)) est non-quanti�ée et �quanti�é� sinon.
3:

4: i← 0
5: repéter

6: si (i = m+ 1) alors
7: si L(A) 6= ∅ alors
8: renvoyer �quanti�é�

9: sinon

10: renvoyer �non-quanti�é�

11: Soit cov(A) la 
ouverture semi-a�ne de A
12: F0 ← {q ∈ Q;

−→
0 ∈ cov(A)q}

13: A0 ← (Q,Σr,∆, {q0}, F0)
14: Soit C l'ensemble des 
omposantes de saff(ρm(L(A))).
15: pour 
haque espa
e a�ne A ∈ C faire
16: Soit AA l'automate binaire 
anonique représentant A ∩ Nm

17: si L(AA) 6⊆ L(A0) alors
18: renvoyer �quanti�é�

19: F ← F0\F
20: A ← (Q,Σr,∆, {q0}, F )
21: i← i+ 1
22: jusqu'à vrai
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ΠA(x) = x. De X = A ∩ Nm
, on déduit X = {x ∈ Nm; M.x = x + (Ma − a)}. Ainsi, la

formule non-quanti�ée φX suivante représente X.

φX(x) :=
m
∧

j=1

(
m
∑

i=1

Mji.xi = xj + (M.a− a)j)

�

On peut alors 
ara
tériser les automates binaires non ambigus représentant des parties

non-quanti�ées.

Théorème 5.37

On sait dé
ider en temps exponentiel, si une partie X ⊆ Nm
, représentée par un automate

binaire non ambigu, est non-quanti�ée.

Démonstration :

On note X la partie représentée par l'automate binaire non ambigu A à la ligne 1. On

note Ai
l'automate binaire A à la ligne 6 en fon
tion de la variable i ∈ N. De même, on

note Ai
0 l'automate binaire A0 à la ligne 14.

Commençons par montrer la 
omplexité exponentielle de l'algorithme. Le 
orollaire

4.80 montre que la 
ouverture semi-a�ne cov(A) est 
al
ulable en temps exponentiel.

Remarquons de plus que l'ensemble C des 
omposantes de saff(X) est 
al
ulable en temps

exponentiel par le théorème 4.79 et que 
haque 
omposante A ∈ C a une taille polynomiale.

Ainsi, en temps exponentiel on peut don
 
al
uler par la proposition 5.36 et le théorème 5.8

pour 
haque A ∈ C, l'automate binaire 
anonique AA représentant A ∩Nm
. On peut ainsi

tester en temps quadratique l'in
lusion L(AA) ⊆ L(A0). On a don
 prouvé que l'algorithme

terminait en temps exponentiel.

Montrons par ré
urren
e que pour tout i ∈ N, on a L(Ai) = ρ−1
m (δi(X)). Pour i = 0, la

propriété est véri�ée. Supposons don
 la propriété véri�ée pour un i ∈> 0 et montrons que

si l'algorithme arrive à in
rémenter la variable i alors on a L(Ai
0) = ρ−1

m (saff
N

m (δi(X))).
La proposition 5.22 montre l'in
lusion L(Ai

0) ⊆ ρ−1
m (saff

N

m (δi(X))). Prouvons l'in
lusion
ré
iproque. Comme la 
ondition de la ligne 17 n'est jamais véri�ée, on a pour toute 
om-

posante A de saff(δi(X)), ρ−1
m (A ∩ Nm) ⊆ L(Ai

0). Ainsi, on a bien ρ−1
m (saff

N

m (δi(X))) ⊆
L(Ai

0). On a don
 prouvé que L(Ai
0) = ρ−1

m (saff
N

m (δi(X))). Par dé�nition de Ai+1
, on

a L(Ai+1) = ρ−1
m (saff

N

m (δi(X)))\ρ−1
m (saff

N

m (δi)(X)) = ρ−1
m (δi+1(X)). La ré
urren
e est

don
 prouvée.

Supposons alors que X est non-quanti�ée et montrons que l'algorithme termine ave
 la

réponse �non-quanti�é�. Comme X est non-quanti�é, la proposition 5.32 montre que pour

tout i > 0, la partie δi(X) est non-quanti�ée. Ainsi, d'après le théorème 5.27, l'automate

Ai
0 véri�e L(Ai

0) = ρ−1
m (saff

N

m (ρm(L(Ai)))). La 
ondition de la ligne 17 n'est don
 jamais

véri�ée. De plus, à la ligne 6, quand i = m+1, on a L(Am+1) = ρ−1
m (δm+1(X)) = ∅ d'après

la proposition 5.35. L'algorithme termine don
 en renvoyant �non-quanti�é�.

Ré
iproquement, supposons que l'algorithme termine ave
 la réponse �non-quanti�é�.

Dans 
e 
as, quand i = m+1, on a L(Am+1) = ∅. Ainsi, on a δm+1(X) = ∅. La proposition
5.35 prouve que ker(X) = ∅ et le théorème 5.27 montre que X est non-quanti�é. �
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Remarque 5.38

La 
omplexité exponentielle en temps du problème de dé
ision prouvée dans le théorème

pré
édent n'est pas optimale. En e�et, en modi�ant l'algorithme 2, on peut montrer que 
e

problème peut être dé
idé par un algorithme déterministe en temps polynomial appelant

un ora
le NP un nombre logarithmique de fois [Got95℄. Ainsi, 
e problème de dé
ision ne

peut pas être EXPTIME-
omplet.

Problème ouvert 5.39

Trouver la 
omplexité pour dé
ider si un automate binaire non ambigu représente une

partie non-quanti�ée.

5.3 De l'automate à la formule

On montre dans 
ette se
tion 
omment 
al
uler à partir d'un automate binaire non

ambigu représentant une partie non-quanti�ée X, une formule non-quanti�ée φ dont X
est l'ensemble des solutions. On montre qu'en temps exponentiel, une telle formule est


al
ulable. Cela montre en parti
ulier une ré
iproque au théorème 5.8.

Théorème 5.40

Soit X ⊆ Nm
une partie non-quanti�ée. Il existe une formule non-quanti�ée représentant

X qui a une taille bornée exponentiellement par la taille de tout automate binaire non

ambigu représentant X. De plus, une telle formule est 
al
ulable à partir d'un tel automate

en temps exponentiel en la taille de 
elui 
i.

Démonstration :

On 
ommen
e par montrer que pour toute partie non-quanti�ée X représentée par

un automate binaire non ambigu A = (Q,Σr,∆, {q0}, F ), on peut 
al
uler en temps ex-

ponentiel un automate binaire non ambigu A′
de même taille représentant δ(X). D'après

le 
orollaire 4.80, la 
ouverture semi-a�ne cov(A) est 
al
ulable en temps exponentiel.

Ainsi, l'automate binaire A0 = (Q,Σr,∆, {q0}, F0) est 
al
ulable en temps exponentiel. Le

théorème 5.27 prouve que l'automate A0 est un automate binaire non ambigu représentant

saff
N

m (X). Considérons alors l'automate A′ = (Q,Σr,∆, {q0}, F ′) ave
 F ′ = F0\F . On a

alors L(A′) = L(A0)\L(A). Ainsi, L(A′) = ρ−1
m (saff

N

m (X)\X) = ρ−1
m (δ(X)).

Construisons ainsi en temps exponentiel la suite d'automates binaires non ambigus

(Ai)06i6m tels que L(Ai) = ρ−1
m (δi(X)). Cal
ulons en temps exponentiel l'ensemble Ci

des 
omposantes a�ne de saff(δi(X)) en utilisant le théorème 4.79 appliqué à l'automate

binaire Ai
. Pour 
haque espa
e a�ne A dans C0 ∪ · · · ∪ Cm, on 
onstruit une formule a�ne

φA de taille polynomial en A représentant A∩Nm
en utilisant la proposition 5.36. On note

alors φi la formule semi-a�ne dé�nie par :

φi =
∨

A∈Ci

φA

On 
onsidère alors la suite (ψi)06i6m de formules non-quanti�ées dé�nie par la ré
urren
e

ψm = φm et ψi−1 = φi ∧ ¬(ψi). Montrons par ré
urren
e que JψiK = δi(X). Pour i = m
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la ré
urren
e est véri�ée. Supposons don
 que JψiK = δi(X) pour un i > 1 et montrons

que Jψi−1K = δi−1(X). On a Jψi−1K = JφiK \ JψiK = saff
N

m (δi(X))\δi(X) = δi−1(X). La
ré
urren
e est don
 prouvée.

En parti
ulier, on a Jψ0K = X et 
omme la formule ψ0 est non-quanti�ée et bornée

exponentiellement en la taille de A, on a prouvé le théorème. �

Comme le montre le lemme 5.41, 
ette taille exponentielle de la formule non-quanti�ée

ne peut pas être évitée en général.

Lemme 5.41

Il existe une suite d'automates binaires non ambigus (An)n>0 représentant une suite de

parties non-quanti�ées (Xn)n>0 telle que le nombre d'états de An est égal à n + 2 alors

que la plus petite formule non-quanti�ée représentant Xn à une taille supérieure à 2n
.

Démonstration :

On se pla
e dans le 
as m = 1 et r = 2 et on note An l'automate binaire 
anonique

représentant Xn = {0, . . . , 2n − 1}. Pour montrer que le nombre d'états de An est égal à

n+2, on 
ommen
e par étudier les résidus par un bit b de l'ensemble Xn. Pour n > 1, on
a γ−1

b (Xn) = {(x − b)/2; 0 6 x 6 2n − 1} ∩ N = Xn−1. Pour n = 0, on a γ−1
0 (X0) = X0

et γ−1
1 (X0) = ∅. L'ensemble des résidus de Xn est don
 égal à {Xi; 0 6 i 6 n} ∪ {∅}.

L'automate An à don
 n + 2 états. Remarquons que Xn est non-quanti�ée. Considérons

alors une formule φn(x) non-quanti�ée représentant Xn et montrons que la taille de φn est

supérieur à 2n
. On note C l'ensemble des 
onstantes c apparaissant dans des termes x#c

de la formule φn. Supposons qu'il existe i ∈ Xn tel que i 6∈ C. Considérons alors un entier

i′ 6∈ (C ∪Xn). Comme un terme x#c est vrai en i si et seulement s'il est vrai en i′, 
ela
montre que i ∈ JφnK = Xn si et seulement si i′ ∈ JφnK = Xn. Comme i ∈ Xn et i′ 6∈ Xn,

on a don
 une 
ontradi
tion. Ainsi, la taille de φn est supérieur à 2n
. �
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CHAPITRE 6

Les systèmes à 
ompteurs

Dans 
e 
hapitre, on introduit di�érentes 
lasses de systèmes à 
ompteurs.

Dé�nition 6.1

Un système (de transitions étiquetées) S est un tuple S = (E,Σ, (
a−→)a∈Σ) tel que E est un

ensemble non vide d'états, Σ est un ensemble �ni d'a
tions et

a−→ est une relation binaire

sur E pour 
haque a
tion a ∈ Σ.

Pour un système S, nous aurons besoin des dé�nitions suivantes :

� l'inverse de S est le système S−1 = (E,Σ, (
a−→−1

)a∈Σ).
� la relation d'a

essibilité en une étape est la relation binaire RS =

⋃

a∈Σ
a−→.

� la relation d'a

essibilité R∗
S est la fermeture ré�exive et transitive de RS .

� l'ensemble des prédé
esseurs en une étape d'une partie X ′ ⊆ E est la partie notée

PreS(X ′) = {x ∈ E; ∃x′ ∈ X ′; xRSx
′}.

� l'ensemble des prédé
esseurs d'une partie X ′ ⊆ E est la partie notée Pre∗S(X ′) =
{x ∈ E; ∃x′ ∈ X ′; xR∗

Sx
′}.

� l'ensemble des su

esseurs en une étape d'une partie X ⊆ E est la partie notée

PostS(X) = {x′ ∈ E; ∃x ∈ X; xRSx
′}.

� l'ensemble des su

esseurs d'une partie X ⊆ E est la partie notée Post∗S(X) = {x′ ∈
E; ∃x ∈ X; xR∗

Sx
′}.

Dé�nition 6.2

Un système à m > 0 
ompteurs S est un système tel que E = Nm
.

Les systèmes à 
ompteurs que l'on va manipuler seront tous déterministes, sauf 
eux

étudiés brièvement dans le 
hapitre 7.

Dé�nition 6.3

Un système S est déterministe si pour tout x ∈ E et pour tout a ∈ Σ, il existe au plus un

x′ ∈ E tel que x
a−→ x′.
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Pour avoir une des
ription �nie d'un système à 
ompteurs, on va supposer que 
haque

relation de transition est représentable par un UBA ; la représentation par UBA d'une

relation est étudiée dans la se
tion 6.1. Cette représentation nous permet de dé�nir la 
lasse

des systèmes à 
ompteurs e�e
tifs dans la se
tion 6.2. En remarquant que les systèmes à


ompteurs e�e
tifs et déterministes sont, en pratique, dé�nis par des fon
tions a�nes, on

introduit naturellement dans la se
tion 6.3 la 
lasse des systèmes à 
ompteurs a�nes et

plus parti
ulièrement la 
lasse des systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni. En�n, dans la

se
tion 6.4 on montre que la 
lasse des systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni, 
ontient

les automates à 
ompteurs, les réseaux de Petri, les systèmes broad
ast généralisés et les

VASS.

6.1 Représentation d'une relation par un UBA

En remarquant qu'une relation sur Nm
n'est qu'une partie de N2m

, on dé�nit naturel-

lement la notion de représentation d'une relation par un UBA.

Dé�nition 6.4

Un UBA A représente une relation R sur Nm
si :

L(A) = ρ−1
2m({(x1, x

′
1, x2, x

′
2, . . . , xm, x

′
m); (x, x′) ∈ R})

Naturellement, l'UBA minimal représentant une relation R est noté A(R).
On a �entrela
é� les variables �primées et non primées� dans la pré
édente dé�nition

pour que :

� la relation d'identité soit représentable par un UBA ave
 seulement r + 2 états et

plus généralement pour que les variables qui ne �sont pas modi�ées� par une relation

ne fassent pas exploser la taille de l'UBA.

� les tailles des UBA A(R) et A(R−1) soient 
omparables à un fa
teur 
onstant près.

Proposition 6.5

Il existe un UBA Ar à r + 2 états tel que pour tout m > 1, la relation identité Im est

représentée par l'UBA Ar.

Démonstration :

Il su�t de remarquer que Im est représentée par l'UBA Ar = (Q,Σr, δ, {q0}, F ) dé�ni
pour tout b, b′ ∈ Σr par :











































Q = {q0, q⊥, p0, . . . , pr−1}
δ(q0, b) = pb

δ(q⊥, b) = q⊥

δ(pb′ , b) = q0 b = b′

δ(pb′ , b) = q⊥ b 6= b′

F = {q0, p0}

�
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Pour prouver que la taille des UBA A(R) et A(R−1) sont 
omparables, on 
ommen
e

par établir le lemme suivant.

Lemme 6.6

Soient (bi)16i6n et (b′i)16i6n deux suites de Σr. On note x et x′ les ve
teurs de Nm
dé�nis

par x = ρm(b1 . . . bn) et x′ = ρm(b′1 . . . b
′
n). On a :

ρ2m(b1b
′
1 . . . bnb

′
n) = (x1, x

′
1, . . . xm, x

′
m)

Démonstration :

Par dé�nition de ρm et ρ2m. �

Proposition 6.7

Soit R une relation sur Nm
. La relation R est représentable par un UBA si et seulement

si R−1
est représentable par un UBA. De plus, dans 
e 
as, on a :

taille(A(R−1)) 6 (r + 1).taille(A(R))

Démonstration :

On note XR = {(x1, x
′
1, . . . , xm, x

′
m); (x, x′) ∈ R}. On note de même XR−1 . Consi-

dérons l'UBA minimal A = A(R) = (Q,Σr, δ, {q0}, F ) représentant XR. Notons A′ =
(Q ∪Q× Σr,Σr, δ

′, {q0}, F ′) l'automate binaire dé�ni par











F ′ = F ∪ F × {0}
δ′(q, b) = (q, b) pour tout (q, b) ∈ Q× Σr

δ′((q, b), b′) = δ(q, b′b) pour tout ((q, b), b′) ∈ (Q× Σr)× Σr

Par 
onstru
tion A′
est un automate binaire déterministe et 
omplet.

Montrons que A′
représente XR−1 . Considérons σ ∈ L(A′). On 
ommen
e par supposer

que σ est un mot de longueur paire. Il existe deux suites (bi)16i6n et (b′i)16i6n de Σr telles

que σ = b1b
′
1 . . . bnb

′
n. On a alors b′1b1 . . . b

′
nbn ∈ L(A). Ainsi d'après le lemme 6.6, on

a ρ2m(σ) ∈ XR−1 . On a don
 prouvé l'in
lusion ρ2m(L(A′)) ⊆ XR−1 . Considérons alors

le 
as où σ est de longueur impaire. Comme δ′(q0, σ) ∈ F ∪ F × {0} et que σ est de

longueur impaire, on a δ(q0, σ) ∈ F × {0}. Ainsi, il existe un mot σ′ ∈ Σ∗
r tel que σ = σ′0.

D'après le 
as pré
édent, 
omme σ′ est un mot de longueur paire, on a ρ2m(σ′) ∈ XR−1 .

Comme ρ2m(σ) = ρ2m(σ′), on a prouvé que ρ2m(σ) ∈ XR−1 . On a don
 prouvé l'in
lusion

ρ2m(L(A′)) ⊆ XR−1 . Ré
iproquement, 
onsidérons y ∈ XR−1 . Il existe alors σ ∈ Σ∗
r tel

que ρ2m(σ) = y. Comme ρ2m(σ0) = ρ2m(σ), on peut supposer que σ est de longueur

paire. Il existe ainsi deux suites (bi)16i6n et (b′i)16i6n de Σr telles que σ = b1b
′
1 . . . bnb

′
n.

Comme ρ2m(σ) ∈ XR−1 , le lemme 6.6 montre que ρ2m(b′1b1 . . . b
′nbn) ∈ XR. Comme A

est un automate binaire non ambigu représentant XR, on a b′1b1 . . . b
′
nbn ∈ L(A). Par


onstru
tion de A′
, on a σ ∈ L(A′). On a don
 prouvé l'in
lusion XR−1 ⊆ ρ2m(L(A′)).

L'automate A′
représente ainsi XR−1 .

D'après le lemme 4.39, en modi�ant l'ensemble des états �naux de l'automate A′
, on

obtient un automate binaire non ambigu A−1
représentant le même ensemble que A.

�
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6.2 Les systèmes à 
ompteurs e�e
tifs

Pour avoir une des
ription �nie des systèmes à 
ompteurs adaptée à des 
al
uls d'en-

semble d'états a

essibles représentables par des UBA, on 
onsidére la 
lasse des systèmes

à 
ompteurs dont 
haque relation de transition est UBA-représentable.

Dé�nition 6.8

Un système à 
ompteurs e�e
tif est un tuple (S, (Aa)a∈Σ) tel que que S est un système à


ompteurs et Aa = A(
a−→).

Comme l'UBA minimal Aa est uniquement déterminé par

a−→, on notera sans ambiguïté S
le système à 
ompteurs e�e
tif (S, (Aa)a∈Σ)

Dé�nition 6.9

La taille d'un système à 
ompteurs e�e
tif S est taille(S) =
∑

a∈Σ taille(A(
a−→)).

6.3 Les systèmes à 
ompteurs a�nes

Dans la pratique, les transitions d'un système à 
ompteurs e�e
tif et déterministe sont

des fon
tions a�nes.

Remarque 6.10

Il faudrait voir si une fon
tion UBA-représentable n'est pas une �union �nie de fon
tions

a�nes�.

Comme une fon
tion a�ne peut s'é
rire de plusieurs manières di�érentes, on va devoir

�dé
orer� les fon
tions a�nes.

Une fon
tion a�ne dé
orée est un tuple (f,M, v) tel que f est une fon
tion a�ne dé�nie

sur une partie D véri�ant f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ D.

La 
omposée (f1,M1, v1) ◦ (f2,M2, v2) de deux fon
tions a�nes dé
orées (f1,M1, v1)
et (f2,M2, v2) est la fon
tion a�ne dé
orée (f1 ◦ f2,M1.M2,M1.v2 + v1).

Un système à 
ompteurs a�ne dé
oré est un tuple (S, (Ma, va)a∈Σ) tel que (fa,Ma, va)
est une fon
tion a�ne dé
orée pour tout a ∈ Σ.

Pour un tel système et suite d'a
tions a1, ..., an de Σ on note (fa1...an ,Ma1...an , va1...an)
la fon
tion a�ne dé
orée dé�nie par

(fa1...an ,Ma1...an , va1...an) = (fan ,Man , van) ◦ · · · ◦ (fa1 ,Ma1 , va1)

Le domaine de dé�nition de fa1...an est noté Da1...an .

Dé�nition 6.11

Le monoïde engendré multipli
ativement par les matri
es 
arrées {Ma; a ∈ Σ} d'un sys-

tème à 
ompteurs a�ne dé
oré S est notéMS = {Mσ; σ ∈ Σ∗}.

Quand le 
ontexte le permet, un système a�ne dé
oré (S, (Ma, va)a∈Σ) est noté S et

appelé simplement système à 
ompteurs.
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Dé�nition 6.12

Un système à 
ompteurs a�ne dé
oré S est à monoïde �ni siMS est �ni.

Expliquons pourquoi la suite (Ma)a∈Σ est donnée expli
itement. Rappelons que l'on

peut dé
ider la �nitude du sous-monoïde engendré par une suite �nie de matri
es (Ma)a∈Σ

dansMm(Q) ([MS77℄, [Ja
78℄). De plus, dans le 
as où les 
oe�
ients des matri
esMa sont

dans N, 
e problème est dé
idable en temps exponentiel. Cependant, dé
ider si pour un

système à 
ompteurs a�ne S, il existe une suite de matri
es (Ma)a∈Σ telle que (S, (Ma)a∈Σ)
est à monoïde �ni est un problème di�
ile 
ar la suite (Ma)a∈Σ n'est pas unique lorsqu'il

existe a ∈ Σ telle que l'enveloppe a�ne aff(Da) n'est pas égale à tout Qm
.

6.4 Réseaux de Petri et automates à 
ompteurs

On montre dans 
ette se
tion que la 
lasse des systèmes à 
ompteurs e�e
tifs à monoïde

�ni est une 
lasse de systèmes à 
ompteurs 
ontenant les réseaux de Petri Reset/Transfert

([Cia94℄ [DFS98℄), les systèmes broad
asts généralisés ([EN98℄, [Del00a℄, [Del01℄, [Del00b℄),

les automates à 
ompteurs, et les VASS ([FS00a℄, [BM99℄, [HP79℄ [HRHY86℄).

Les réseaux de Petri Reset/Transfert et les systèmes broad
asts

On rappelle quelques extensions des réseaux de Petri (on trouvera dans [Cia94℄ d'autres

extensions).

Dé�nition 6.13

Un réseau de Petri S est un système à 
ompteurs a�ne tel que pour tout a ∈ Σ, il existe
deux ve
teurs ua, u

′
a ∈ Nm

tels que Da = {x ∈ Nm; x > ua} et fa(x) = x− ua + u′a pour

tout x ∈ Da.

Remarquons que le monoïdeMS d'un réseau de Petri S est �ni 
ar il ne 
ontient que

la matri
e identité : MS = {I}. Les matri
es 
arrées utilisées pour étendre la 
lasse des

réseaux de Petri, sont des �reset/transfert�.

Dé�nition 6.14 ([EN98℄)

Une matri
eM ∈Mm(Q) est dite reset/transfert si pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, soitM.ei = 0
(
e qui 
orrespond à mettre à zéro (reset) le 
ompteur i), soit il existe i′ ∈ {1, . . . ,m} tel
que M.ei = ei′ (
e qui 
orresponds à transférer le 
ontenu du 
ompteur i vers le 
ompteur

i′).

Comme la 
lasse des matri
es reset/transfert est stable par multipli
ation, 
'est un sous-

monoïde �ni deMm(Q). Ainsi, en utilisant 
es matri
es pour dé�nir les transitions a�nes

d'un système à 
ompteurs S, on est sûr que le monoïdeMS sera �ni.

Les réseaux de Petri reset/transfert et les systèmes broad
asts généralisés dé�nis 
i-

dessous sont ainsi des systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni.

Dé�nition 6.15

Un réseau de Petri reset/transfert, est un système à 
ompteurs a�ne tel que pour tout
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a ∈ Σ, il existe une matri
e reset/transfert Ma, deux ve
teurs ua, u
′
a ∈ Nm

tels que Da =
{x ∈ Nm; x > ua} et fa(x) = Ma.(x− ua) + u′a pour tout x ∈ Da.

Dé�nition 6.16

Un système broad
ast généralisé S, est un système à 
ompteurs a�ne tel que pour tout

a ∈ Σ, le domaine de dé�nition Da est intervalle-dé�nissable et il existe une matri
e

reset/transfertMa et un ve
teur va ∈ Zm
tels que pour tout x ∈ Da, on a fa(x) = Ma.x+va.

Les automates à 
ompteurs

On montre dans 
ette sous se
tion que les systèmes à 
ompteurs munis d'une �stru
ture

de 
ontr�le�, 
omme les automates à 
ompteurs et les VASS, sont en fait des systèmes à


ompteurs dont un des 
ompteurs est borné (
e 
ompteur borné servant naturellement

d'état de 
ontr�le).

Dé�nition 6.17

Un automate à 
ompteurs S est un système tel qu'il existe :

� un ensemble �ni Q d'états de 
ontr�le,

� un ensemble �ni Σ d'a
tions,

� une fon
tion de transition δ : Q× Σ→ Q,
� un domaine de dé�nition Da intervalle-dé�nissable pour 
haque a ∈ Σ, et
� un ve
teur va ∈ Zm

pour 
haque a ∈ Σ.
tels que E = Q×Nm

et (q, x)
a−→ (q, x′) si et seulement si q′ = δ(q, a), x ∈ Da et x

′ = x+va.

Un VASS est un 
as parti
ulier d'automate à 
ompteurs.

Dé�nition 6.18

Un VASS (Ve
tor Addition System with States) S est un automate à 
ompteurs tel que

Da = {x ∈ Nm; x+ va > 0} pour tout a ∈ Σ.

La dé�nition suivante montre 
omment asso
ier un système à 
ompteurs à un automate

à 
ompteurs.

Dé�nition 6.19

Le système à 
ompteurs asso
ié à un automate à 
ompteurs S, dont l'ensemble des états

est Q = {0, . . . , card(Q)− 1} est ordoné, est dé�ni par S′ = (Q× Nm,Σ, (
a−→)a∈Σ).

Remarquons le lien immédiat entre les relations d'a

essibilité de S et S′
.



CHAPITRE 7

A

essibilité symbolique

Dans 
e 
hapitre on étudie la taille asymptotique de l'automate binaire non ambigu

minimal représentant l'ensemble des prédé
esseurs en k étapes à partir d'un ensemble X ′

lui-même représenté par un automate binaire.

La véri�
ation d'un système in�ni, se réduit souvent à un 
al
ul d'ensemble d'états

a

essibles [BFLP03℄. Pour 
ela, on doit pouvoir 
al
uler la limite d'une des deux suites


roissantes Pre6k
S (X ′) ou Post6k

S (X). Rappelons que dans la pratique, la suite Post6k
S (X)

est stri
tement 
roissante. Ainsi, pour 
al
uler la limite de 
ette suite, di�érentes te
h-

niques ont été développée, 
omme l'abstra
tion (introdu
tion du 
hapitre 4), l'a

élération

(
hapitres 9 et 10), ou les invariants (
hapitre 8, [DRV01℄).

Dans le 
adre des systèmes bien stru
turés [FS01, FMP99, FPS00, FPS03℄, la suite

Pre6k
S (X ′) est stationnaire lorsque X ′

est �
los par le haut� [AJ93℄ (les proto
ols broad
asts

et les réseaux de Petri reset/transfert sont des 
as parti
uliers de tels systèmes [EFM99,

BM99℄). Ainsi, en 
al
ulant symboliquement les ensembles Pre6k
S (X ′) de pro
he en pro
he,

on �nira par obtenir la limite Pre∗S(X ′) = Pre6k0
S (X ′) pour un entier k0 > 0. Comme la

valeur de k0 peut-être non-élémentaire (
'est le 
as pour les �lossy 
hanel systems� [S
h02℄),

une 
lasse simple de systèmes bien stru
turées) alors que pourtant dans la pratique, la suite

est �rapidement� stationnaire [BB02, BB03, RV02, Del00a, Del00b, Del01℄, la 
omplexité du


al
ul du plus petit entier k0, ne semble pas être une mesure intéressante de la 
omplexité

du 
al
ul de Pre6k
S (X ′). Pour mieux mesurer la 
omplexité de 
et algorithme, on s'intéresse

à :

� la 
omplexité du 
al
ul d'une représentation de PreS(X ′) en fon
tion d'une repré-

sentation de X ′
, et

� la taille asymptotique de la plus petite représentation de Pre6k
S (X ′) en fon
tion de k.

Dans le 
adre de la véri�
ation des systèmes à 
ompteurs e�e
tifs, nous utilisons natu-

rellement les automates binaires non ambigus 
omme représentation symbolique.

Dans 
e 
hapitre, nous prouvons que :
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� le 
al
ul d'un automate binaire non ambigu représentant PreS(X ′) est 
al
ulable en
temps polynomial en la taille de A(X ′) pour tout système à 
ompteurs S e�e
tif et

déterministe (la taille de l'automate binaire non ambigu représentant PostS(X) est
en général exponentielle en la taille de A(X)).

� la taille asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) est polynomiale en k pour tout système

à 
ompteurs S e�e
tif et à monoïde �ni et pour toute partie UBA-représentable

X ′
. Pour obtenir 
e résultat inattendu, on a 
ara
térisé pré
isément la stru
ture de

A(Pre6k
S (X ′)).

� on a 
ara
térisé les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les logiques

souvent utilisées en véri�
ation : logique de Presburger, logique des intervalles et

logique des 
los par le haut. On montre que pour 
es logiques, la taille asymptotique

en k de A(Pre6k
S (X ′)) est respe
tivement exponentielle, polyn�miale et 
onstante.

Dans la se
tion 7.1, on montre 
omment 
al
uler en temps polynomial un automate

binaire non ambigu représentant PreS(X ′) en fon
tion deA(X ′), pour tout système à 
omp-

teurs S e�e
tif et déterministe. Dans le 
as non-déterministe, on montre qu'une explosion

exponentielle de la taille des automates est inévitable en général. La taille asymptotique

en k de l'automate A(Pre6k
S (X ′)), est étudiée dans la se
tion 7.2. En�n, on explique dans

la se
tion 7.3, pourquoi l'étude de la taille asymptotique de A(Post6k
S (X ′)) n'est pas faite

dans 
ette thèse.

7.1 Cal
ul de PreS(X
′) et PostS(X)

Dans 
ette se
tion, on prouve que pour tout système à 
ompteurs e�e
tif et détermi-

niste S, l'automate binaire non ambigu représentant les prédé
esseurs de X ′
est 
al
ulable

en temps polynomial en la taille de A(X ′). Par 
ontre, la taille de l'automate binaire non

ambigu représentant les su

esseurs de X ′
est en général exponentielle en la taille de A(X).

Rappelons que ré
emment, dans [BB02℄ et [BB03℄, il a été prouvé que sous les 
onditions

du théorème 7.1 suivant, le 
al
ul de A(PreS(X ′)) et A(PostS(X)) peut-être réalisé en

temps polynomial en fon
tion respe
tivement de A(X ′) et A(X).

Théorème 7.1 ([BB02℄,[BB03℄)

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif et a�ne. On se pla
e dans la base de dé
omposition

r = 2. On peut alors 
al
uler :

� A(PreS(X ′)) en temps polynomial en fon
tion de A(X ′) si pour toute a
tion a ∈ Σ,
il existe un indi
e ia ∈ {1, . . . ,m}, un ve
teur α ∈ (2.Z)m

et une 
onstante c ∈ Z tels

que pour tout x ∈ Da, on a (fa(x))i = xi pour i 6= ia et (fa(x))i = 〈α, x〉+ c sinon.
� A(PostS(X)) en temps polynomial en fon
tion de A(X) si pour toute a
tion a ∈ Σ,
il existe un indi
e ia ∈ {1, . . . ,m}, un ve
teur α ∈ (2.Z + 1)m

et une 
onstante c ∈ Z

tels que pour tout x ∈ Da, on a (fa(x))i = xi pour i 6= ia et (fa(x))i = 〈α, x〉 + c
sinon.

Remarque 7.2

Remarquons que pour pouvoir appliquer le théorème pré
édent au 
al
ul de PostS(X), les
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fon
tions a�nes fa doivent être inje
tives. Ainsi le 
al
ul de PostS(X) 
orrespond au 
al
ul

de PreS−1(X) pour le système à 
ompteurs a�ne S−1
. Le 
al
ul des su

esseurs PostS(X)

est don
 un 
al
ul des prédé
esseurs �
a
hé�.

Théorème 7.3

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif. Pour tout X ′ ⊆ Nm
représenté par un automate

binaire non ambigu A′
, on peut 
al
uler un automate binaire non ambigu A représentant

PreS(X ′) en temps O(taille(A)) tel que :

taille(A) 6

{

(taille(A′) + 1)taille(S)
si S est déterministe

2taille(A′).taille(S)
sinon

Démonstration :

Remarquons que le 
ara
tère déterministe des relations de S est le point 
lef de 
e

résultat.

On 
onsidère un système à 
ompteurs e�e
tif S. Pour 
haque a ∈ Σ, on note Aa =
A(→a) = (Qa,Σr, δ

a, {qa
0}, F a). On 
onsidère un automate binaire non ambigu A′ =

(Q′,Σr, δ
′, {q′0}, F ′) représentant une partie X ′ ⊆ Nm

. Pour 
haque a ∈ Σ, on pose

Xa = {x ∈ Nm; ∃x′ ∈ X ′; x →a x′}. On va montrer que l'on peut 
al
uler un auto-

mate binaire non ambigu A représentant Xa en temps O(A) et tel que :

taille(A) 6

{

(taille(A′) + 1)taille(Aa)
si S est déterministe

2taille(A′).taille(Aa)
sinon

En e�et, il su�ra alors de remarquer que ρ−1
m (PreS(X ′)) =

⋃

a∈Σ ρ
−1
m (Xa) pour prouver le

théorème.

En temps O(taille(Aa)), on 
al
ule l'ensemble des états Qa
⊥ ⊆ Qa

de l'automate Aa


o-a

essibles à partir d'un état �nal de F a
. Remarquons que si qa

0 6∈ Qa
⊥ alors L(Aa) = ∅

et dans 
e 
as Xa = ∅. Comme Aa
est l'UBA minimal représentant ∅, on a taille(Aa) = 1.

L'ensemble Xa est alors représenté par l'UBA à un état représentant ∅. On peut don


supposer que qa
0 ∈ Qa

⊥. On note δa
⊥ la restri
tion de δa

à l'ensemble des 
ouples (qa
⊥, b) ∈

Qa
⊥ × Σr tels que δa(qa

⊥, b) ∈ Qa
⊥.

Considérons l'automate binaire A = (Q,Σr, δ, {q0}, F ) dé�ni par :























Q = P(Q′ ×Qa
⊥)

δ(q, b) = {(δ′(q′, b′), δa
⊥(qa, bb′)); (q′, qa) ∈ q; b′ ∈ Σr}

q0 = {(q′0, qa
0)}

F = {q ∈ Q; q ∩ F ′ × F a 6= ∅}

Un algorithme 
onstruisant l'automate A de pro
he en pro
he en partant de l'état initial

q0, ne va 
onstruire que l'ensemble des états a

essibles de A. On peut don
 supposer,

quitte à rempla
er A par un sous-automate, que tous les états de A sont a

essibles.

Remarquons que taille(A) 6 2taille(A′).taille(Aa)
. Montrons que si S est déterministe alors

l'ensemble des états a

essibles de A est borné par (taille(A) + 1)taille(Aa)
. Pour prouver


ette majoration, on 
ommen
e par montrer que pour tout état a

essible q de A et pour
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tout qa
⊥ ∈ Qa

⊥, il existe au plus un état q′ ∈ Q′
tel que (q′, qa

⊥) ∈ q. Considérons don


un état a

essible q ∈ Q, un état qa
⊥ ∈ Qa

⊥ et deux états q′1, q
′
2 ∈ Q′

tels que (q′1, q
a
⊥) et

(q′2, q
a
⊥) sont dans q. Comme q est a

essible, il existe une suite b1, . . . , bn dans Σr telle que

q = δ(q0, b1 . . . bn). Par 
onstru
tion de A, 
omme (q′1, q
a
⊥) et (q′2, q

a
⊥) sont dans q, il existe

deux suites b′1,1, . . . b
′
n,1 et b′1,2, . . . , b

′
n,2 de Σr telles que :























qa
⊥ = δa(qa

0 , b1b
′
1,1 . . . bnb

′
n,1)

qa
⊥ = δa(qa

0 , b1b
′
1,2 . . . bnb

′
n,2)

q′1 = δ′(q′0, b
′
1,1 . . . b

′
n,1)

q′2 = δ′(q′0, b
′
1,2 . . . b

′
n,2)

Comme qa
⊥ ∈ Qa

⊥, il existe un mot σ ∈ Σ∗
r tel que δa(qa

⊥, σ) ∈ F a
. Comme Aa

est un

automate binaire non ambigu, quitte à rempla
er σ par σ0, on peut supposer que σ est

un mot de longueur paire. Considérons une suite bn+1, b
′
n+1, ..., bk, b

′
k dans Σr telle que

σ = bn+1b
′
n+1 . . . bkb

′
k. On note x′1, x

′
2 et x les ve
teurs de Nm

dé�nis par :











x′1 = ρm(b′1,1 . . . b
′
n,1b

′
n+1 . . . b

′
k)

x′2 = ρm(b′1,2 . . . b
′
n,2b

′
n+1 . . . b

′
k)

x = ρm(b1 . . . bk)

Comme b1b
′
1,1 . . . bnb

′
n,1bn+1b

′
n+1 . . . bkb

′
k et b1b

′
1,2 . . . bnb

′
n,2bn+1b

′
n+1 . . . bkb

′
k sont des mots

de L(Aa), le lemme 6.6 montre que x →a x′1 et x →a x′2. Comme S est déterministe,

on a don
 x′1 = x′2. Les mots b′1,1 . . . b
′
n,1b

′
n+1 . . . b

′
k et b′1,2 . . . b

′
n,2b

′
n+1 . . . b

′
k sont don
 de

la même longueur et représentent le même ve
teur de Nm
. Le lemme 4.32 montre que

dans 
e 
as b′1,1 . . . b
′
n,1b

′
n+1 . . . b

′
k = b′1,2 . . . b

′
n,2b

′
n+1 . . . b

′
k. En parti
ulier, on a prouvé que

q′1 = δ′(q′0, b
′
1,1 . . . b

′
n,1) = δ′(q′0, b

′
1,2 . . . b

′
n,2) = q′2.

On a don
 prouvé que si S est déterministe, le nombre d'états a

essibles de A est

borné par (taille(A′) + 1)taille(Aa)
.

Pour �nir la preuve du théorème, on se repla
e dans le 
as général où S est un système

à 
ompteurs e�e
tif non né
essairement déterministe.

On 
ommen
e par montrer que A représente Xa. Considérons un mot b1 . . . bn ∈ L(A).
Par 
onstru
tion de A, il existe un mot b′1 . . . b

′
n tel que b1b

′
1 . . . bnb

′
n ∈ L(Aa) et b′1 . . . b

′
n ∈

L(A′). Soient x = ρm(b1 . . . bn) et x′ = ρm(b′1 . . . b
′
n). D'après le lemme 6.6, on a x →a x

′
.

De plus, 
omme x′ ∈ X ′
, on déduit x ∈ Xa. On a don
 prouvé l'in
lusion ρm(L(A)) ⊆ Xa.

Prouvons l'in
lusion inverse. Considérons x ∈ Xa. Il existe x
′ ∈ X ′

tel que x→a x
′
. Comme

Aa
est un automate binaire représentant la relation →a, il existe un mot σ ∈ L(Aa) tel

que ρ2.m(σ) = (x1, x
′
1, . . . , xm, x

′
m). Comme Aa

est de plus non ambigu, on peut supposer,

quitte à rempla
er σ par σ.0, que le mot σ est divisible par 2. On 
onsidère deux suites

(bi)16i6n et (bi)16i6n de Σr telles que σ = b1b
′
1 . . . bnb

′
n. Notons x et x′ les ve
teurs de Nm

dé�nis par x = ρm(b1 . . . bn) et x′ = ρm(b′1 . . . b
′
n). Par 
onstru
tion de l'automate A, on

a b1 . . . bn ∈ L(A). Ainsi, x ∈ ρm(L(A)). On a don
 prouvé l'in
lusion Xa ⊆ ρm(L(A)).
L'automate A représente don
 Xa. En modi�ant l'ensemble des états �naux de A, on
déduit du lemme 4.39 un automate binaire non ambigu représentant Xa. �
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Remarque 7.4

L'algorithme de 
onstru
tion de PreS(X ′) utilisé dans la preuve du théorème pré
édent

n'est autre que 
elui utilisé dans les outils Lash et Fast [WB00℄, [Las℄, [Fas℄, [BFLP03℄. Il

est générique 
ar les 
as S déterministe et S non déterministe sont traités de la même fa-

çon. Il 
onsiste en e�et à 
onstruire l'automate binaire non ambigu représentant {(x, x′) ∈
RS ; x′ ∈ X ′}, puis à éliminer les variables x′1, . . . , x

′
m. Rappelons que le 
oût de l'élimi-

nation est exponentiel en général (voir par exemple la proposition 5.11). La 
omplexité

polynomiale en la taille de A(X ′) est don
 plut�t surprenante.

Du théorème 7.3 pré
édent, on déduit qu'un automate binaire non ambigu représentant

PostS(X) est 
al
ulable en temps exponentiel en fon
tion de la taille d'un automate binaire

représentant X pour tout système à 
ompteurs e�e
tif.

Corollaire 7.5

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif. Pour tout X ′ ⊆ Nm
représenté par un automate

binaire non ambigu A′
, on peut 
al
uler un automate binaire non ambigu A représentant

PostS(X ′) en temps O(taille(A)) tel que :

taille(A) 6 2(r+1).taille(A′).taille(S)

Démonstration :

Il su�t en e�et de 
onsidérer le système à 
ompteurs S−1 = (Nm,Σ, (→−1
a )a∈Σ) et

de remarquer que PostS(X) = PreS−1(X). La proposition 6.7 montre que taille(S−1) 6

(r + 1).taille(S) et le théorème 7.3 prouve alors le 
orollaire. �

Pour montrer que sans l'hypothèse �S déterministe� on obtient une 
omplexité expo-

nentielle de A(PreS(X ′)), on 
onsidère l'exemple suivant.

Exemple 7.6

Soit S1 = (N2, {a}, (→a)) le système à 
ompteurs e�e
tif et non déterministe dé�ni par

(x1, x2)→a (x′1, x
′
2) si et seulement si x1 = 0 et x′2 = x2.

On va montrer qu'il existe une suite (X ′
n)n>0 de parties de N2

représentables par des

UBA, telle que A(PreS1(X
′
n)) a une taille exponentielle en la taille de A(X ′

n). Pour 
ela,
on 
onsidère les deux langages réguliers non ambigus Ln et L′n dé�nis par :

Ln= (00 + 01)∗01(00 + 01)n010∗

L′n= (00 + 01)∗11(00 + 01)n010∗

Lemme 7.7

La partie X ′
n = ρ2(L′n) véri�e :

{

limn→∞ taille(A(X ′
n)) =∞

taille(A(X ′
n)) 6 7 + 2.n
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Figure 7.1 L'automate A3 sans l'état q⊥

q0 q′0

q′1

p0 p′0 p1 p′1 p2 p′2

p3

0

1

0

1

0,1

0

1 0

0,1

0

0,1

Démonstration :

Comme L′n est un langage non ambigu, on a L(A(X ′
n)) = L′n. Comme les langages

(Ln)n>0 sont deux à deux distin
ts, on a limn→∞ taille(A(X ′
n)) = ∞. Il su�t don
 de


onstruire un automate binaire déterministe et 
omplet ave
 (7 + 2.n) états re
onnais-

sant le langage L′n. Considérons l'automate binaire An = (Qn,Σr,∆n, {q0}, Fn) dé�ni par
(l'automate A3 est représenté à la �gure 7.1) :



































Qn = {q0, q′0, q1, q⊥, p0}
⋃n+1

k=1{p′k−1, pk}
∆n = {q0 0−→ q′1

0,1−−→ q0, q0
1−→ q′0

1−→ p0, q
′
0

0−→ q⊥}
⋃n−1

k=0{q⊥
1←− pk

0−→ p′k
0,1−−→ pk+1}

∪{q⊥ 1←− pn
0−→ p′n

1−→ pn+1
0−→ pn+1

1−→ q⊥, p
′
n

0−→ q⊥}
Fn = {qn}

Par 
onstru
tion L(An) = L′n et taille(An) = card(Qn) = 7 + 2.n. �

Lemme 7.8

La partie Xn = ρ2(Ln) véri�e :

taille(A(Xn)) > 2n+1

Démonstration :

Comme Ln est un langage non ambigu, on a L(A(X ′
n)) = Ln. Pour prouver le lemme,

on va montrer que l'ensemble des résidus de Ln 
ontient au moins 2n+1
éléments.

Considérons une suite b0, ..., bn dans {0, 1}. On note I = {i ∈ {0, . . . , n}; bi = 1} et
σI = 0b0 . . . 0bn. Il su�t de prouver l'égalité suivante :

σ−1
I .Ln = (00 + 01)∗01(00 + 01)n010∗

⋃

i∈I

(00 + 01)i010∗

Pour tout i ∈ I, on a σI(00 + 01)i010∗ = 0b0 . . . 0bi−1010bi+1 . . . 0bn(00 + 01)i010∗ ⊆ (00 +
01)∗01(00+01)n010∗. Ainsi, (00+01)i010∗ ⊆ σ−1

I Ln. De plus, 
omme σI(00+01)∗01(00+
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01)n010∗ ⊆ (00 + 01)∗01(00 + 01)n010∗ = Ln, on a aussi prouver que (00 + 01)∗01(00 +
01)n010∗ ⊆ σ−1

I Ln. On a don
 l'in
lusion (00+01)∗01(00+01)n010∗
⋃

i∈I(00+01)i010∗ ⊆
σ−1

I Ln. Prouvons l'in
lusion inverse. Soit σ ∈ σ−1
I .Ln. On a σIσ ∈ Ln. Il existe un mot

w ∈ (00 + 01)∗, un mot w′ ∈ (00 + 01)n
un entier k > 0 tel que σIσ = w01w′010k

.

Commençons par le 
as |w| > |σI |. Il existe w′′ ∈ (00 + 01)∗ tel que w = σIw
′′
. Ainsi, on a

σ = w′′01w′010k ∈ (00 + 01)∗01(00 + 01)n010∗. Considérons maintenant le 
as |w| < |σI |.
Comme |w01w′| = |w|+2+2.n > 2(n+1) = |σI |, il existe u, v ∈ (00+01)∗ tels que w′ = uv

et σI = w01u. De σI .σ = σIv010k
, on déduit σ = v010k

. Comme σI = w01u, on a

|w|
2 ∈ I.

De plus, de |v| = |w′| − |u| = 2n − |u| et σI = w01u, on déduit 2(n + 1) = |w| + |u| + 2.

Don
 |v| = |w|. On a prouvé que σ = v010k ∈ (00 + 01)
|w|
2 010∗ ∈ ⋃i∈I(00 + 01)i010∗.

�

Proposition 7.9

Il existe une suite (X ′
n)n>0 de parties de N2

représentables par des automates binaires telle

que :

{

limn→∞ taille(A(X ′
n)) =∞

taille(A(PreS1(X
′
n))) >

(√
2
)taille(A(X′

n))−3

Démonstration :

Considérons les suites (X ′
n)n>0 et (Xn)n>0 dé�nies par Xn = ρ2((00 + 01)∗11(00 +

01)n010∗) et X ′
n = ρ2((00 + 01)∗01(00 + 01)n010∗). Comme Xn = PreS1(X

′
n), on déduit

des lemmes 7.7 et 7.8 la proposition. �

De la pré
édente proposition 7.9, on déduit un exemple de réseau de Petri reset/transfert

S2 pour lequel la taille de A(PostS2(X)) est exponentielle en taille(A(X)).

Exemple 7.10

Soit S2 = (N2, {a}, (→a)) le réseau de Petri Reset/Transfert dé�ni par (x1, x2)→a (x′1, x
′
2)

si et seulement si x′1 = 0 et x′2 = x2.

Corollaire 7.11

Il existe une suite (Xn)n>0 de parties de N2
représentables par des automates binaires telle

que :

{

limn→∞ taille(A(Xn)) =∞
taille(A(PostS2(Xn))) >

(√
2
)taille(A(Xn))−3

Démonstration :

Il su�t de remarquer que S2 = S−1
1 et d'appliquer la proposition 7.9. �

Dans 
ette se
tion, on a don
 montré que dans le 
as des systèmes à 
ompteurs ef-

fe
tifs et déterministes, le 
al
ul de PreS(X ′) est en général plus fa
ile que le 
al
ul de

PostS(X). C'est une propriété intéressante 
ar pour les systèmes à 
ompteurs S utilisés

dans la pratique, la suite (Pre6k
S (X ′))k>0 
onverge alors que la suite (Post6k

S (X))k>0 di-

verge ([EFM99℄,[FMP99℄,[FS01℄, [BM99℄ [BGP99℄ ,[BB03℄, [BB02℄).
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7.2 Taille asymptotique de Pre6k
S (X ′)

Le 
al
ul en temps polyn�mial de A(PreS(X ′)) en fon
tion de A(X ′) est une première

étape vers un 
al
ul e�e
tif de A(Pre6k
S (X ′)). Cependant si à 
haque itération, la taille

de l'automate A(Pre6k+1
S (X ′)) est doublée par rapport à la taille de A(Pre6k

S ), on obtient

une taille en k qui se trouve être exponentielle. Dans 
ette se
tion, on va étudier la taille

asymptotique de A(Pre6k
S (X ′))k>0 en fon
tion de k suivant deux appro
hes :

� par une restri
tion globale au système : 
as où le monoïdeMS est �ni.

� par des restri
tions lo
ales au système : 
as où 
haque fon
tion a�ne laisse stables

par image inverse les parties dé�nissables dans une logique donnée.

Dans la pratique, on remarque que les trois logiques suivantes sont souvent utilisées

pour dé
rire les relations →a d'un système à 
ompteurs S et la partie X ′
de Nm

:

� Presburger,

� 
los par le haut, et

� intervalle.

Dans la sous-se
tion 7.2.1, on prouve que pour un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde

�ni et pour une partie X ′
UBA-représentable, la taille asymptotique de A(Pre6k

S (X ′)) est
polynomiale en k. Dans les sous-se
tions suivantes on prouve que 
ette la taille asympto-

tique en k est respe
tivement exponentielle, 
onstante et polynomiale pour la logique de

Presburger (sous-se
tion 7.2.2), pour les 
los par le haut (sous-se
tion 7.2.3) et pour la

logique des intervalles (sous-se
tion 7.2.4). En�n, pour être exhaustifs, on étudie dans la

sous-se
tion 7.2.5 d'autres logiques pour lesquels A(Pre6k
S (X ′)) reste asymptotiquement

exponentielle en k 
omme dans le 
as plus général de la logique de Presburger.

7.2.1 Cas des systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni

On montre dans 
ette sous-se
tion un résultat inattendu : la taille asymptotique de

A(Pre6k
S (X ′)) est en O(km) quelque soit le système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni S

et quelque soit la partie X ′
UBA-représentable.

Lemme 7.12

Soit X ⊆ Nm
une partie UBA-représentable, M ∈ Mm(Z), et α > 0 un réel. Il existe une


lasse �nie CX,M,α de parties de Nm
telle que pour tout v ∈ Zm

et pour tout w ∈ Σ∗
r , on

a :

|w| > m.
ln(1 + α. ||v||∞)

ln(r)
=⇒ γ−1

w

(

M−1(X − v)
)

∈ CX,M,α

Démonstration :

Soit v ∈ Zm\{0}. Considérons le plus petit entier k >
ln(1+α.||v||∞)

ln(r) − 1. Comme v 6= 0,

on a k > 0. Soit w ∈ Σm.k
r

γ−1
w (M−1(X − v)) = Nm ∩

[

1

rk
(M−1(X − v)− ρ(w))

]

= Nm ∩
[

M−1(
1

rk
(X − v −M.ρ(w)))

]
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Comme de plus X =
⋃

w′∈Σm.k γw′(γ−1
w′ (X)), on a :

γ−1
w (M−1(X − v)) =

⋃

w′∈Σk.m
r

(

Nm ∩M−1

(

γ−1
w′ (X) +

ρ(w′)− v −M.ρ(w)

rk

))

Considérons la partie B = {z ∈ Zm; ||z||∞ 6 r
α

+ m} et montrons que pour tout w′ ∈
Σm.k

r , si

ρ(w′)−v−M.ρ(w)
rk 6∈ B, alors Nm ∩ M−1

(

γ−1
w′ (X) + ρ(w′)−v+M.ρ(w)

rk

)

est vide. Par


ontraposition, supposons 
e dernier ensemble non vide. Il existe alors y ∈ γ−1
w′ (X) et

z ∈ Nm
tels que y + ρ(w′)−v−M.ρ(w)

rk = M.z. En parti
ulier

ρ(w′)−v−M.ρ(w)
rk ∈ Zm

. Pour

montrer que z ∈ B, il su�t de donner la majoration suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ(w′)− v −M.ρ(w)

rk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞

6
(rk − 1) + 1

α
.(rk+1 − 1) +m. ||M ||∞ .(rk − 1)

rk

< 1 +
r

α
+m. ||M ||∞

Considérons la partie Uk
w,v ⊆ Q(X)×B dé�nie par :

Uk
w,v =

{

(q, b) ∈ Q(X)×B; ∃w′ ∈ Σk.m
r ; q = γ−1

w′ (X) et
ρ(w′)− v −M.ρ(w)

rk
= b

}

On a alors :

γ−1
w (M−1(X − v)) =

⋃

(q,b)∈Uk
w,v

Nm ∩M−1(q + b)

On 
onsidère la 
lasse CX,M,α de Nm
dé�nie par :

CX,M,α =







⋃

(q,b)∈F

γ−1
w′′ (M

−1(q + b)); w′′ ∈ Σ<m
r ; F ⊆ Q(X)×B







Par 
onstru
tion CX,M,α 
onvient. �

Proposition 7.13

Pour tout système à 
ompteurs S à monoïde �ni, il existe deux entiers cS , dS ∈ N∗
tels que

pour tout mot σ ∈ Σ∗
, on a











dS .vσ ∈ Zm

dS .Mσ ∈Mm(Z)

||dS .vσ||∞ 6 cS .|σ|

Démonstration :

Remarquons qu'il existe un entier dS ∈ N∗
tel que pour tout M ∈ MS et pour

tout a ∈ Σ, on a dS .M.va ∈ Zm
et dS .M ∈ Mm(Z). Pour montrer que dS 
onvient,


onsidérons un mot σ ∈ Σ∗
. Une ré
urren
e sur la longueur de σ montre qu'il existe

une suite (Mi, vai
)16i6|σ| de MS × Σ telle que vσ =

∑|σ|
i=1Mi.vai

. Ainsi dS .vσ ∈ Zm
et

||dS .vσ||∞ 6 cS .|σ| où cS = max{||M.va||∞ ; (M,a) ∈MS×Σ}. En�n, 
ommeMσ ∈MS ,

on a bien dS .Mσ ∈Mm(Z). �
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Proposition 7.14

Soit S un système à 
ompteurs à monoïde �ni. Il existe une 
lasse �nie CS de parties de

Nm
telle que pour tout w ∈ Σ∗

r et pour tout σ ∈ Σ∗
, on a :

|w| > m.
ln(1 + |σ|)

ln(r)
=⇒ γ−1

w (Dσ) ∈ CS

Démonstration :

Considérons un système à 
ompteurs à monoïde �ni (S, (Ma, va)a∈Σ) dé�nis sur des

domaines UBA-réprésentables Da et une partie X
′
UBA-représentable. On note gσ : Qm →

Qm
la fon
tion a�ne dé�nie par gσ(x) = Mσ.x+ vσ pour tout x ∈ Qm

. On 
onsidère des

entiers cS , dS ∈ N∗
véri�ant la proposition 7.13.

Considérons une suite (ai)16i6n ave
 n > 1 de Σ et posons σ = a1 . . . an. On pose σ0 = ε
et σi = a1 . . . ai pour i ∈ {1, . . . , n}. La partie I(M,a)(σ) = {i ∈ {1, . . . , |σ|}; Mσi−1 =
M ; ai = a} permet de dé
rire fa
ilement le domaine de dé�nition Dσ de la fon
tion fσ :

Dσ = g−1
0 (Da1) ∩ g−1

1 (Da2) ∩ · · · ∩ g−1
k′−1(Dak′

)

=
⋂

(M,a)

i∈I(M,a)(σ)

(dS.M)−1(dS.Da − dS .vσi−1)

Pour 
haque 
ouple (M,a) ∈MS×Σ, on 
onsidère une 
lasse �nie C
dS .Da,dS .M,c−1

S
de parties

de Nm
véri�ant le lemme 7.12. Considérons w ∈ Σ∗

r tel que |w| > m. ln(1+|σ|)
ln(r) . Comme pour

tout (M,a) ∈ MS × Σ et pour tout i ∈ I(M,a)(σ), on a c−1
S . ||dS .vi||∞ 6 |σ|, on déduit

γ−1
w ((dS .M)−1(dS .Da − dS .vσi−1)) ∈ CdS .Da,dS .M,c−1

S
. Ainsi, on a prouvé que γ−1

w (Dσ) est

dans la 
lasse �nie CS de parties de Nm
dé�nie par :

CS =







⋂

Y ∈F

Y ; F ⊆
⋃

M,a

CdS .Da,dS .M,c−1
S







On a ainsi prouvé la proposition. �

Proposition 7.15

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni et X ′
une partie UBA-représentable.

Il existe une 
lasse �nie CS,X′
de parties de Nm

, telle que pour tout k > 0 et pour tout

w ∈ Σ∗
r , on a :

|w| > m.
ln(1 + k)

ln(r)
=⇒ γ−1

w (Pre6k
S (X ′)) ∈ CS,X′

Démonstration :

On 
onsidère des entiers cS , dS ∈ N∗
véri�ant la proposition 7.13 et on 
onsidère

une 
lasse �nie CS de parties de Nm
véri�ant la proposition 7.14. Comme Pre6k

S (X ′) =
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⋃

σ∈Σ6k g−1
σ (X ′) ∩Dσ, on obtient l'égalité suivante :

Pre6k
S (X ′) =

⋃

σ∈Σ6k

g−1
σ (X ′) ∩Dσ

=
⋃

σ∈Σ6k

([

(dS .Mσ)−1(dS .X
′ − dS .vσ)

]

∩Dσ

)

Pour 
haque M ′ ∈ MS , on 
onsidère une 
lasse �nie C
dS .X′,dS .M ′,c−1

S
de parties de Nm

véri�ant le lemme 7.12. Considérons w ∈ Σ∗
r tel que |w| > m. ln(1+|σ|)

ln(r) . On a alors γ−1
w (Dσ) ∈

CS et 
omme ||dS .vσ||∞ 6 cS .|σ|, on a γ−1
w ((dS .Mσ)−1(dS .X

′ − dS .vσ)) ∈ CdS .X′,dS .Mσ,c−1
S
.

Considérons les 
lasses �nies C0 et CS,X′
de parties de Nm

dé�nies par :

{

C0 = {X ∩ Y ; X ∈ ⋃M ′∈MS
CdS .X′,dS .M ′,c−1

S
; Y ∈ CS}

CS,X′ = {⋃Z∈F Z; F ⊆ C0}

On a prouvé que γ−1
w (Pre6k

S (X ′)) ∈ CS,X′
. �

Remarque 7.16

La proposition pré
édente nous donne la stru
ture de A(Pre6k
S (X ′)). En e�et, on déduit

de 
ette proposition, l'existen
e d'un ensemble �ni d'UBA CS,X′
tel que pour tout k > 0,

l'UBA A(Pre6k
S (X ′)) est un BDD dont 
haque feuille est un UBA de CS,X′

. Cela explique

pourquoi l'implémentation ré
ente des UBA par Jean-Mi
hel Couvreur (arti
le soumis à

TACAS'03), utilisant des méthodes �à la BDD� (permettant la mise en pla
e de 
a
he

de 
al
uls), obtient de si bon résultats 
omparés à une implémentation 
lassique 
omme


elle de Fast, Lash ou Mona (
ette bibliothèque d'automates sera très pro
hainement

implémentée dans l'outil Fast).

On peut alors prouver le théorème inattendu suivant :

Théorème 7.17

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni et X ′
une partie UBA-représentable.

La taille asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) est en O(km).

Démonstration :

On 
onsidère une 
lasse �nie CS,X′
de parties de Nm

véri�ant la proposition 7.15. On

a alors taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 1

r−1(1 + k)m + card(CS,X′). Ainsi, taille(A(Pre6k
S (X ′))) est

en O(km). �

Remarque 7.18

En utilisant dans la preuve du théorème pré
édent, le résultat prouvé dans [CP89℄, nous

pensons qu'une majoration plus �ne en O( km

ln(k)) peut être obtenue.
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7.2.2 Cal
ul exponentiel dans la logique de Presburger

On s'intéresse à la 
lasse des systèmes à 
ompteurs a�ne utilisant des fon
tions a�nes

laissant stables par image inverse les parties Presburger-dé�nissables. Pour 
ette 
lasse

de systèmes à 
ompteurs, on montre que la taille asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) est en

général exponentielle en k.

Proposition 7.19

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� Le domaine de dé�nition D est Presburger-dé�nissable.

� Pour tout X ′ ⊆ Nm
Presburger-dé�nissable, f−1(X ′) est Presburger-dé�nissable.

Démonstration :

Une des impli
ations est évidente. En e�et, si pour tout X ′
Presburger-dé�nissable,

f−1(X ′) est Presburger-dé�nissable alors en parti
ulier, 
omme X ′ = Nm
est Presburger-

dé�nissable, la partie D = f−1(Nm) est Presburger-dé�nissable. Montrons l'autre impli
a-

tion. Pour 
ela, on 
onsidère une fon
tion a�ne f telle que D est Presburger-dé�nissable et

une partie X ′
Presburger-dé�nissable. Montrons que f−1(X ′) est Presburger-dé�nissable.

Comme f est a�ne, il existe une matri
e 
arréeM ∈Mm(Q) et un ve
teur v ∈ Qm
tels que

f(x) = M.x+v pour tout x ∈ D. De plus, 
omme D et X ′
sont Presburger-dé�nissables, il

existe une formule φD(x) et une formule φ′(x′) représentant respe
tivement D et X ′
. Re-

marquons que la formule de Presburger ∃x′ [φD(x) ∧ (M.x+ v = x′) ∧ φ′(x′)] représente
f−1(X ′). �

Du théorème 7.3, on déduit le 
orollaire suivant.

Corollaire 7.20

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont Presburger-

dé�nissables et soit X ′
une partie Presburger-dé�nissable. Il existe un entier c > 1 tel que

pour tout k > 0 :

taille(A(Pre6k
S (X ′)) 6 ck

Démonstration :

Le théorème 7.3 montre que pour tout automate binaire non ambigu A′
, il existe

un automate binaire non ambigu A représentant Pre61
S (ρm(L(A′))) tel que taille(A) 6

(taille(A′) + 1)taille(S)+1
. Posons c′ = (taille(S) + 1). ln(3)

ln(2) et remarquons que pour tout

x > 2, on a (x + 1)taille(S)+1 6 xc′
. Une ré
urren
e montre que pour tout k > 0, on a

taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 (taille(A(X ′)) + 2)k.c′

. En posant c = (taille(A(X ′)) + 2)c′
, on

obtient la preuve du 
orollaire. �

On peut montrer que 
ette borne exponentielle est optimale dans le 
as général en


onsidérant l'exemple suivant.

Exemple 7.21

Soit S3 = (N2, {a}, (→a)) le système à 
ompteurs a�ne dé�ni par fa(x1, x2) = (r.x1, x2)
sur Da = N2

.
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Proposition 7.22

Soit X ′ = {(x′1, x′2) ∈ N2; x′1 = x′2}. Pour tout entier k > 0, on a

taille(A(Pre6k
S3

(X ′))) > rk−1

Démonstration :

Considérons la partie Xi de N2
dé�nie par Xi = {(x, ri.x); x ∈ N}. Une ré
urren
e

immédiate montre que Pre6k
S3

(X ′) =
⋃k

i=0Xi. Supposons par l'absurde qu'il existe un

automate binaire non ambigu A = (Q,Σr, δ, {q0}, F ) représentant Pre6k
S3

(X ′) et tel que

taille(Q) < rk−1
. Soit L = (00 + · · ·+ (r − 1)0)k−110. Comme card(Q) < rk−1 = card(L),

il existe deux mots σ 6= σ′ dans L tels que δ(q0, σ) = δ(q0, σ
′). Soient y, y′ les deux entiers

de N tels que ρ2(σ) = (y, 0) et ρ2(σ
′) = (y′, 0). On a y, y′ ∈ {rk−1, . . . , rk−1}. Considérons

le mot w ∈ Σ∗
r tel que ρ2(w) = (0, y). De ρ2(σw) = ρ2(σ) + rk.ρ2(w) = (y, rk.y), on déduit

ρ2(σw) ∈ Xk. Comme A est un automate binaire non ambigu représentant

⋃k
i=0Xi, on a

σw ∈ L(A). De δ(q0, σ) = δ(q0, σ
′), on déduit σ′w ∈ L(A). Don
 (y′, rk.y) = ρ2(σ

′w) ∈
⋃k

i=0Xi. Il existe don
 i ∈ {0, . . . , k} tel que (y′, rk.y) ∈ Xi. On a don
 rk.y = ri.y′. De
y > rk−1

et y′ < rk
, on déduit i > k− 1. Don
 i = k. On a prouvé que y = y′ Comme σ et

σ′ sont deux mots de même longueur représentant le même ve
teur, le lemme 4.32 montre

que σ = σ′. On a don
 une 
ontradi
tion. �

7.2.3 Cas 
los par le haut

Les systèmes à 
ompteurs a�nes dont les domaines de dé�nition sont 
los par le haut

font partis de la 
lasse des �systèmes dits bien stru
turés� [FMP99℄, [FS01℄, [FPS00℄ [AJ93℄.

Pour 
es systèmes à 
ompteurs S et pour tout X ′

los par le haut, la suite (Pre6k

S (X ′))k>0

est stationnaire et il existe ainsi un entier k > 0 tel que Pre∗S(X ′) = Pre6k
S (X ′).

Remarque 7.23

Les 
los par le haut de Nm
peuvent être représentés de façon 
on
ise par des �Covering

Sharing Trees� CST ([DRB02℄ [Bab℄ [DRV01℄). On va montrer que la suite (Pre6k
S (X ′))k>0

est stationnaire. Ainsi, la taille asymptotique en k des CST est stationnaire.

Après avoir 
ara
térisé les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les 
los

par le haut, on montrera que la taille asymptotique en k de A(Pre6k
S (X ′)) est 
onstante.

Proposition 7.24

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� Le domaine de dé�nition D est 
los par le haut.

� Pour tout X ′ ⊆ Nm

los par le haut, f−1(X ′) est 
los par le haut.

Démonstration :

Une des impli
ations est évidente. En e�et, si pour toutX ′

los par le haut, f−1(X ′) est


los par le haut, alors en parti
ulier, 
ommeX ′ = Nm
est 
los par le haut, D = f−1(Nm) est
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los par le haut. Montrons l'autre impli
ation. Pour 
ela, on 
onsidère une fon
tion a�ne

f telle que D est 
los par le haut et un 
los par le haut X ′
. Montrons que f−1(X ′) est 
los

par le haut. On peut supposer que f−1(X ′) 6= ∅. Il existe une matri
e 
arrée M ∈Mm(Q)
et un ve
teur v ∈ Qm

tels que f(x) = M.x + v pour tout x ∈ D. On 
ommen
e par

prouver que M ∈ Mm(N). Comme f−1(X ′) 6= ∅, en parti
ulier D 6= ∅ et il existe un

ve
teur d0 ∈ D. Pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, 
omme d0 est dans le 
los par le haut D, on

a d0 + N.ei ⊆ D. Ainsi M.d0 + v + N.M.ei ⊆ Nm
. En parti
ulier, on a M.ei ∈ Nm

. On a

don
 bien prouvé que M ∈ Mm(N). Considérons alors x ∈ f−1(X ′), z ∈ Nm
et montrons

que x+ z ∈ f−1(X ′). Comme x ∈ f−1(X ′), on a x ∈ D. Comme de plus D est 
los par le

haut, on a x + z ∈ D. La fon
tion a�ne f est don
 dé�nie au point x + z. On a de plus

f(x+ z) = f(x) +M.z. Comme M.z ∈ Nm
et que f(x) est un élément du 
los par le haut

X ′
, on a f(x) +M.z ∈ X ′

. Ainsi, f(x+ z) ∈ X ′
et on a prouvé que x + z ∈ f−1(X ′). La

partie f−1(X ′) est don
 
lose par le haut. �

Théorème 7.25

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont 
los par le haut

et soit X ′
un 
los par le haut. Il existe un entier c > 1 tel que pour tout k > 0 :

taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 c

Démonstration :

Il su�t de montrer que la suite (Pre6k
S (X ′))k>0 est stationnaire. D'après la proposition

7.24, 
'est une suite de 
los par le haut. Or, d'après [FS01℄, une suite 
roissante de 
los par

le haut est stationnaire. �

Remarque 7.26

Trouver une borne élémentaire en taille(S) et en taille(A(X ′)) du plus petit entier k > 0

tel que Pre6k
S (X ′) = Pre∗S(X ′) est un problème ouvert. Rappelons que dans le 
as des

�lossy 
hannel systems� (une 
lasse de systèmes bien stru
turés), le plus petit entier k > 0
tel que Pre6k

S (X ′) = Pre∗S(X ′) est non primitif ré
ursif ([S
h02℄).

Problème ouvert 7.27

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont 
los par le haut

et soit X ′
un 
los par le haut. Montrer que l'on ne peut pas borner le plus petit k > 0 tel

que Pre6k
S (X ′) = Pre∗S(X ′) par une fon
tion élémentaire en taille(S) et en taille(A(X ′)).

7.2.4 Cal
ul polynomial dans la logique des intervalles

On s'intéresse à la 
lasse des systèmes à 
ompteurs a�ne utilisant des fon
tions a�nes

laissant stables par image inverse les parties intervalle-dé�nissables. Pour 
ette 
lasse de

systèmes à 
ompteurs, et pour une partie X ′
intervalle-dé�nissable, on montre que la taille

asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) est polynomiale en k.

Remarque 7.28

Rappelons que la logique des intervalles est su�samment expressive pour dé�nir la plupart
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des domaines de dé�nition de la grande majorité des systèmes à 
ompteurs utilisés dans la

pratique (33 des 40 exemples analysés ave
 Fast sont ainsi dé�ni).

Remarque 7.29

Les parties de Nm
intervalle-dé�nissables peuvent être représentées 
anoniquement par

des �Interval De
ision Diagrams� (IDD), une représentation 
anonique utilisant les mêmes

te
hniques que les BDD ([ST98℄). Cette représentation semble avoir une bonne 
omplexité

en pratique ([Str98℄). Cependant, 
omme notre obje
tif est d'estimer la taille asymptotique

en k de A(Pre6k
S (X ′)) pour di�érentes logiques, on n'étudiera pas dans 
ette thèse les IDD.

7.2.4.1 Granularité et automate binaire

On montre dans 
ette sous-se
tion que pour toute formule φ, dans la logique des inter-
valles, représentant une partie X ⊆ Nm

, on peut majorer la taille de l'automate A(X) en
fon
tion du plus grand entier utilisé dans φ.

Dé�nition 7.30

La granularité d'une partie X intervalle-dé�nissable est le plus petit entier noté gran(X) >

0 tel qu'il existe une formule φ dans la logique des intervalles où c < gran(X), dé�nissant
X :

φ := vi = c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false

Pour faire des raisonnements sur des parties X intervalle-dé�nissables, on introduit la

notion de blo
 et on montre que toute partie intervalle-dé�nissable peut se dé
omposer


omme une union �nie de blo
s.

Dé�nition 7.31

Un blo
X est une partie dé�nie par une formule de la forme

∧

j∈J=
(vj = cj)

∧

j∈J6=
(vj 6= cj)

où J= et J 6= sont deux sous-ensembles disjoints de {1, . . . ,m}.

Lemme 7.32

Toute partie X intervalle-dé�nissable peut se dé
omposer en une union �nie de blo
s de

granularités bornées par gran(X).

Démonstration :

Considérons une partie X intervalle-dé�nissable. Il existe alors une formule φ dans la

logique des intervalles où c < gran(X) représentant X :

φ := vi = c|φ ∨ φ|φ ∧ φ|¬φ|true|false

En développant une telle formule, on fait apparaître une disjon
tion de formules de la forme

∧

j∈J=
(vj = cj)

∧

j∈J6=
(vj 6= cj) où J= ∩ J 6= = ∅. �

De 
ette dé
omposition, on va déduire fa
ilement que les opérations ensemblistes sur

les parties intervalle-dé�nissables ne font que dé
roître la granularité.
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Proposition 7.33

Soient X,X ′ ⊆ Nm
des parties intervalle-dé�nissables, i ∈ {1, . . . ,m}, σ ∈ Σm

r et b ∈ Σr.

On a :











































gran(X ∪X ′) 6 max(gran(X), gran(X ′))

gran(X ∩X ′) 6 max(gran(X), gran(X ′))

gran(Nm\X) = gran(X)

gran(Πi(X)) 6 gran(X)

gran(γ−1
σ (X)) 6

gran(X)−1
r

+ 1

gran(γ−1
b (X)) 6 gran(X)

Démonstration :

Remarquons que si X et X ′
sont représentées respe
tivement par les formules φ et

φ′, les parties X ∪X ′
, X ∩X ′

et Nm\X sont respe
tivement représentées par les formules

φ ∨ φ′, φ ∧ φ′ et ¬φ. Ainsi, on a bien gran(X ∪X ′) 6 max(gran(X), gran(X ′)), gran(X ∩
X ′) 6 max(gran(X), gran(X ′)) et gran(Nm\X) 6 gran(X). Par symétrie, on déduit de

gran(Nm\X) 6 gran(X), l'égalité gran(Nm\X) = gran(X).

Montrons que gran(Πi(X)) 6 gran(X). D'après le lemme 7.32, on peut supposer que

X est un blo
 représenté par une formule de la forme

∧

j∈J=
(vj = cj)

∧

j∈J6=
(vj 6= cj) où

J=∩J 6= = ∅ et cj < gran(X) pour tout j ∈ J=∪J 6=. Il su�t alors de remarquer que Πi(X)
est représenté par la formule

∧

j∈J=\{i}(vj = cj)
∧

j∈J6=\{i}(vj 6= cj).

Montrons que gran(γ−1
σ (X)) 6

gran(X)−1
r

+1. Comme pour toute partie X et X ′
de Nm

,

on a γ−1
σ (X∪X ′) = γ−1

σ (X)∪γ−1
σ (X ′), γ−1

σ (X∩X ′) = γ−1
σ (X)∩γ−1

σ (X ′), et γ−1
σ (Nm\X) =

Nm\γ−1
σ (X), on peut supposer que X est de la forme X = {x ∈ Nm; xi = c} où c > 0

et i ∈ {1, . . . ,m}. On a a gran(X) = c + 1. Soit (bi)16i6m une suite de Σr telle que

σ = b1 . . . bm. On a alors γ−1
σ (X) = {x ∈ Nm;xi = c−bi

r
}. Ainsi, si c− bi n'est pas divisible

par r, on a γ−1
σ (X) = ∅ et don
 gran(γ−1

σ (X)) = 0. Si c − bi est divisible par r, on a

gran(γ−1
σ (X)) = c−bi

r
+ 1 6

gran(X)−1
r

+ 1.

Montrons en�n que gran(γ−1
b (X)) 6 gran(X). Comme dans le 
as pré
édent, on peut

supposer que X = {x ∈ Nm; xi = c}. On divise la preuve en deux 
as i = m et i < m.

Remarquons que si i < m alors γ−1
b (X) = {x ∈ Nm; xi+1 = c} et on a bien gran(γ−1

b (X) 6

gran(X). Considérons don
 le 
as i = m. On a γ−1
b (X) = {x ∈ Nm; x1 = c−b

r
}. Ainsi, si c−b

n'est pas divisible par r, on a a γ−1
b (X) = ∅ et dans 
e 
as gran(γ−1

b (X)) = 0 6 gran(X),
et si c− b est divisible par r, on a gran(γ−1

b (X)) = c−b
r

6 gran(X). �

La proposition pré
édente montre en parti
ulier que la granularité des résidus de X
est bornée par la granularité de X. On va montrer que la taille de A(X) est majorée par

(r.(gran(X) + 1))m
.

Dé�nition 7.34

Pour toute partie X de Nm
, pour toute partie I ⊆ {1, . . . ,m} et pour tout n > 0, on

dé�nie la partie XI,n ⊆ X par :

XI,n = {x ∈ Nm; ∀i ∈ I xi = n; ∀i 6∈ I xi < n}
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Proposition 7.35

Pour toute partie X intervalle-dé�nissable et pour tout entier n > gran(X), on a :

X =
⋃

I⊆{1,...,m}

XI,n +
∑

i∈I

N.ei

Démonstration :

On 
ommen
e par prouver la proposition dans le 
as d'un blo
 X représentée par une

formule de la forme φ =
∧

j∈J=
(vj = cj)

∧

j∈J6=
(vj 6= cj) où J=∩J 6= = ∅ et où cj < gran(X)

pour tout j ∈ J= ∪ J 6=. Considérons x ∈ X et montrons que x ∈ ⋃I⊆{1,...,m}XI,n +
∑

i∈I N.ei. Considérons I = {i ∈ {1, . . . ,m}; xi > n}. Comme pour tout j ∈ J=, on a

xj = cj < gran(X) 6 n, on déduit I ⊆ {1, . . . ,m}\J=. Considérons le ve
teur y dé�ni

par yi = n si i ∈ I et par yi = xi sinon. Comme x véri�e la formule φ, le ve
teur

y véri�e aussi la formule φ. On a don
 y ∈ XI,n. De x ∈ y +
∑

i∈I N.ei, on déduit x ∈
⋃

I⊆{1,...,m}XI,n+
∑

i∈I N.ei. Ré
iproquement, 
onsidérons x ∈ ⋃I⊆{1,...,m}XI,n+
∑

i∈I N.ei

et montrons que x ∈ X. Il existe I ⊆ {1, . . . ,m} et y ∈ XI,n tels que x ∈ y +
∑

i∈I N.ei.

Comme y ∈ XI,n ⊆ X, le ve
teur y véri�e la formule φ. Ainsi, pour tout i ∈ I, 
omme

yi = n > gran(X), on a I ⊆ {1, . . . ,m}\J=. De x ∈ y +
∑

i∈I N.ei, on déduit que x véri�e

la formule φ. On a don
 x ∈ X.

Considérons alors le 
as général d'une partie X intervalle-dé�nissable. D'après le lemme

7.32, la partie X est une union �nie de blo
s X =
⋃

k∈K Xk tels que gran(Xk) 6 gran(X).
De XI,n =

⋃

k∈K(Xk)I,n et du 
as pré
édent, on déduit la proposition. �

Remarque 7.36

La proposition 7.35 pré
édente donne une représentation d'une partie intervalle-dé�nissable

sous la forme d'un semi-linéaire (base et périodes) [GS66℄ [Huy85℄ [Reu89℄.

Lemme 7.37

Le 
ardinal de l'ensemble des intervalle-dé�nissables de granularité bornée par 1 est bornée

par 23m
.

Démonstration :

Remarquons qu'un blo
 de granularité bornée par 1 est dé�nie par une formule de la

forme

∧

j∈J=
(vj = 0)

∧

j∈J6=
(vj 6= 0). Ainsi, le nombre de blo
s de granularité bornée par

1 est majoré par 3m
. En�n, 
omme une partie intervalle-dé�nissable de granularité bornée

par 1 est une union �nie de blo
s de granularité aussi bornée par 1, le nombre de telles

parties est majoré par 23m
. �

On peut alors majorer taille(A(X)) en fon
tion de gran(X).

Proposition 7.38

Pour toute partie X ⊆ Nm
intervalle-dé�nissable, on a taille(A(X)) 6 (r.gran(X))m+23m

.

Démonstration :

D'après le théorème 4.37, l'ensemble des états deA(X) est égal àQ(X) = {γ−1
σ (X); σ ∈
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Σ∗
r}. Remarquons que si gran(X) = 0 alorsX = Nm

ouX = ∅ et dans 
e 
as taille(A(X)) =
1. On peut don
 supposer que gran(X) > 1. Considérons le plus petit entier k > 0 tel

que k >
ln(gran(X))

ln(r) > k − 1. D'après la proposition 7.33, pour tout mot σ ∈ Σkm
r , on

a gran(γ−1
σ (X)) 6

gran(X)−1
rk + 1 6 rk−1

rk + 1 < 2. Ainsi gran(γ−1
σ (X)) ∈ {0, 1}. No-

tons Q1 l'ensemble des parties intervalle-dé�nissables X dont la granularité est bornée

par 1. D'après la proposition 7.33, on a Q(X) ⊆ Q1 ∪ {γ−1
σ (X); |σ| < m.k}. Ainsi

card(Q(X)) 6 card(Q1) + card(Σ<m.k
r ). D'après le lemme 7.37, on a card(Q1) 6 23m

.

De plus, 
omme card(Σ<m.k
r ) = rm.k−1

r−1 < (r.gran(X))m−1
r−1 6 (r.gran(X))m

, on a don
 la

majoration re
her
hée. �

7.2.4.2 Taille asymptotique

Après avoir 
ara
térisé les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les par-

ties intervalle-dé�nissables, on prouve que la taille asymptotique en k de A(Pre6k
S (X)) est

polynomiale.

Le lemme suivant sera utilisé pour borner la granularité de f−1(X ′) en fon
tion de la

granularité de X.

Lemme 7.39

Soient d, α ∈ Nm
et c > 0. La partieX = d+{x ∈ Nm; 〈α, x〉 = c} est intervalle-dé�nissable

et gran(X) 6 ||d||∞ + c+ 1 :

Démonstration :

Notons I = {i ∈ {1, . . . ,m}; αi 6= 0} et 
onsidérons X ′ = {x ∈ Nm; ∀i 6∈ I xi =
0;
∑

i∈I αi.xi = c}. Montrons que pour tout x′ ∈ X ′
, on a ||x′||∞ 6 c. Pour i 6∈ I, on a

x′i = 0 6 c et pour i ∈ I, on a x′i 6 c
αi

6 c. On a don
 en parti
ulier prouvé que X ′
est

�ni. Il su�t alors de remarquer que la formule suivante représente X :

∨

x′∈X′





∧

i∈I

(vi = x′i + di)
∧

i6∈I

∧

ci∈{0,...,di−1}

(vi 6= ci)





�

On peut alors 
ara
tériser les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les

parties intervalle-dé�nissables.

Proposition 7.40

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� Le domaine de dé�nition D est intervalle-dé�nissable.

� Pour tout X ′ ⊆ Nm
intervalle-dé�nissable, f−1(X ′) est intervalle-dé�nissable.

De plus, dans 
e 
as, gran(f−1(X ′)) 6 gran(X ′) + gran(D) pour tout X' intervalle-

dé�nissable.
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Démonstration :

Une des impli
ations est évidente. En e�et, si pour tout X ′
intervalle-dé�nissable,

f−1(X ′) est intervalle-dé�nissable, alors en parti
ulier, 
omme X ′ = Nm
est intervalle-

dé�nissable, la partie D = f−1(Nm) est intervalle-dé�nissable. Montrons l'autre impli
a-

tion. Pour 
ela, on 
onsidère une fon
tion a�ne f : D → Nm
et une partie X ′

telle que D
et X ′

sont intervalle-dé�nissables.

On 
ommen
e par montrer que l'on peut supposer que D est un blo
. D'après le lemme

7.32, le domaine de dé�nition D est une union �nie de blo
s D =
⋃

k∈K Dk tels que

gran(Dk) 6 gran(D). Considérons les restri
tions fk : Dk → Nm
de f . Comme f−1(X ′) =

⋃

k∈K f−1
k (X ′), la proposition 7.33 montre que l'on peut supposer D = Dk.

On montre alors que l'on peut supposer que X ′ = {x ∈ Nm; xi = c} où c > 0 et où

i ∈ {1, . . . ,m}. En e�et, 
omme pour toute partie X et X ′
de Nm

, on a f−1(X ∪ X ′) =
f−1(X)∪f−1(X ′), f−1(X∩X ′) = f−1(X)∩f−1(X ′) et f−1(Nm\X) = D∩ (Nm\f−1(X)),
on peut supposer que X ′ = {x ∈ Nm; xi = c}.

Comme D est un blo
, il est dé�nissable par une formule de la forme

∧

j∈J=
(vj =

cj)
∧

j∈J6=
(vj 6= cj) où J= ∩ J 6= = ∅ et cj < gran(D). Comme f : D → Nm

est une fon
tion

a�ne, il existe une matri
e M ∈ Mm(Q) et un ve
teur v ∈ Qm
tels que f(x) = M.x + v

pour tout x ∈ D. Considérons le ve
teur d ∈ Nm
dé�ni par :

dj =























cj si j ∈ J=

0 si j ∈ J 6= et cj 6= 0

1 si j ∈ J 6= et cj = 0

0 sinon

Comme d ∈ D, on a f(d) ∈ Nm
. De plus, par 
onstru
tion, on a D − d ⊆ Nm

. Montrons

que pour tout j 6∈ J=, on a M.ej ∈ Nm
. Considérons n > gran(D) et remarquons que

d + n.ej ∈ D. Ainsi M.d + v + n.M.ej ∈ Nm
pour tout n > gran(D). En parti
ulier

M.ej ∈ Nm
.

On a :

f−1(X ′) = {x ∈ D; f(x) ∈ X ′}
= {x ∈ D; (f(d) +M.(x− d))i = c}
= {x ∈ D;

∑

j 6∈J=

Mij .(xj − dj) = c− f(d)i}

= D ∩



d+ {x ∈ Nm;
∑

j 6∈J=

Mijxj = c− f(d)i}





Remarquons que si c − f(d)i < 0 alors f−1(X ′) = ∅. Comme f(d)i > 0, on peut don


supposer que c− f(d)i ∈ {0, . . . , c}. Montrons que maxi(di) 6 gran(D). Remarquons que

si gran(D) = 0 alors D = Nm
(
ar D 6= ∅). On a don
 J=∪J 6= = ∅. Dans 
e 
as, d = 0 et on

a bien maxi(di) 6 gran(D). De plus, si gran(D) > 1, alors maxi(di) 6 gran(D). Le lemme

7.39 montre que gran(f−1(X ′)) 6 max(gran(D), c+ 1 + gran(D)) 6 gran(X ′) + gran(D).
�
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Remarque 7.41

La majoration gran(γ−1
b (X)) 6 gran(X) prouvée à la proposition 7.33 est un 
as parti
ulier

de la proposition pré
édente. En e�et, la fon
tion γb étant a�ne et dé�nie sur Nm
, on a

gran(γ−1
b (X)) 6 gran(Nm)+gran(X). Or par dé�nition de la granularité, on a gran(Nm) =

0.

Remarque 7.42

De la proposition pré
édente, on déduit que la 
omposée de deux fon
tions a�nes f et

g dont les domaines de dé�nition respe
tifs Df et Dg sont intervalle-dé�nissables est une

fon
tion a�ne f ◦ g dont le domaine de dé�nition Df◦g est intervalle-dé�nissable et véri�e

gran(Df◦g) 6 gran(Df ) + gran(Dg).

On peut alors prouver que la taille asymptotique en k deA(Pre6k
S (X ′)) est polynomiale.

Théorème 7.43

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont intervalle-

dé�nissables, et soit X ′
une partie intervalle-dé�nissable. Il existe deux entiers c′, cS > 0

tels que pour tout k > 0 :

taille(A(Pre6k
S (X ′)) 6 (r.(c′ + cS .k))

m + 23m

Démonstration :

Soient cS = maxa∈Σ gran(Da) et c′ = gran(X ′). La proposition 7.40 montre que

Pre6k
S (X ′) est intervalle-dé�nissable et que gran(Pre6k

S (X ′)) 6 c′ + cS .k. La proposition

7.38 prouve que taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 (r.(c′ + cS .k))

m + 23m
. �

Comme 
orollaire, on déduit que l'automate A(Pre6k
S (X ′)) est 
al
ulable en temps

polyn�mial en k.

Corollaire 7.44

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont intervalle-

dé�nissables, et soit X ′
une partie intervalle-dé�nissable. La 
omplexité de l'algorithme

qui 
al
ule de pro
he en pro
he A(Pre6k
S (X ′)) en utilisant l'algorithme donné au théorème

7.3 a une 
omplexité polynomial en k.

Démonstration :

D'après le théorème 7.3, on peut 
al
uler en temps polynomial en taille(A(Pre6k
S (X ′)))

un UBA représentant Pre6k+1
S (X ′). En utilisant l'algorithme de minimisation des auto-

mates de Hop
roft [Hop71℄, on prouve ainsi que A(Pre6k+1
S (X ′)) est 
al
ulable en temps

polynomial en fon
tion de A(Pre6k
S (X ′)). En�n, d'après le théorème 7.43, la taille asymp-

totique de A(Pre6k
S (X ′)) est polynomial en k. On a don
 prouver que A(Pre6k

S (X ′)) est


al
ulable en temps polynomial en k. �

Remarque 7.45

On aurait pu obtenir une 
omplexité en O(km) dans le 
orollaire pré
édent pour la 
onstru
-

tion de A(Pre6k
S (X ′)) en représentant les parties intervalle-dé�nissables par des semi-
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linéaires base et période (
.f. proposition 7.35 et remarque 7.36). L'outil Brain [Bra℄

utilise 
ette base. Cela peut expliquer ses bonnes performan
es pour 
e type de sys-

tèmes à 
ompteurs ([BB02℄,[BB03℄). Cependant, on n'a pas souhaité utiliser les semi-

linéaires, quitte à obtenir une 
omplexité plus élevée dans le 
as le pire, 
ar en 
al
ulant

A(Pre6k
S (X ′)) de pro
he en pro
he en n'utilisant que des UBA minimaux, on peut raison-

nablement espérer que dans la pratique, la taille des automates 
al
ulés sera logarithmique

en (r.(c′ + 1 + cS .k))
m
, 
omme dans le 
as des BDD ([Bry92℄).

7.2.5 Autres logiques

Dans 
ette dernière sous-se
tion, on étudie la taille asymptotique en k de A(Pre6k
S (X ′))

pour les logiques suivantes :

� 
los par le bas,

� semi-a�ne,

� non-quanti�é,

� polyèdre.

Mis à part pour la logique des non-quanti�és, justi�ée par le fait que l'on sait extraire

d'un automate binaire non ambigu représentant un tel ensemble une formule de Presbur-

ger le représentant, 
es logiques n'apportent malheureusement pas de résultats nouveaux

intéressants.

En e�et, alors que les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les 
los par

le bas, forment une 
lasse trop restreinte pour pouvoir être utilisée dans le 
adre de la

véri�
ation, les fon
tions a�nes laissant stables les semi-a�nes et les polyèdres donne une

taille asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) exponentielle.

Cette étude est néanmoins intéressante 
ar elle permet de 
ara
tériser les fon
tions

a�nes laissant stables par image inverse les parties dé�nissables dans une logique donnée.

7.2.5.1 Cas 
los par le bas

On va montrer que pour la logique des 
los par le bas, la suite (Pre6k
S (X ′))k>0 est

stationnaire. La preuve n'est pas aussi simple que dans le 
as des 
los par le haut 
ar une

suite 
roissante, pour la relation d'in
lusion, de 
los par le bas, n'est pas né
essairement

stationnaire, 
omme le montre l'exemple Xn = {0, . . . , n}.

Proposition 7.46

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� D et 
los par par le bas et il existe une matri
e M ∈Mm(Nm) et un ve
teur v ∈ Nm

tels que f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ D,

� f−1(X ′) est 
los par le bas pour tout X ′

los par le bas.

Démonstration :

Supposons que f−1(X ′) soit 
los par le bas pour tout 
los par le bas X ′
. En parti
ulier,


omme Nm
est 
los par le bas, D = f−1(Nm) est 
los par le bas. Remarquons que si D = ∅

alorsM = I et v = 0 véri�ent f(x) = M.x+v pour tout x ∈ D. On peut don
 supposer que
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D 6= ∅. Considérons alors d ∈ D. On 
onsidère le 
los par le basX ′ = {x′ ∈ Nm; x′ 6 f(d)}.
Comme d ∈ f−1(X ′) et que 0 6 d, on a 0 ∈ f−1(X ′). On a don
 prouvé que f(0) = v ∈ Nm

et que v = f(0) ∈ X ′
. Par dé�nition de X ′

, on a v 6 M.d + v. Ainsi, pour tout d ∈ D,

on a M.d ∈ Nm
. Considérons I = {i ∈ {1, . . . ,m}; ∃d ∈ D di 6= 0}. Montrons que

pour tout i ∈ I, on a M.ei ∈ Nm
. Par dé�nition de I. Il existe d ∈ D tel que di 6= 0.

Comme ei 6 d, on a don
 ei ∈ D. D'où M.ei ∈ Nm
. Considérons alors la matri
e M ′

dé�nie par M ′.ei = M.ei si i ∈ I et par M ′.ei = 0 sinon. Pour tout x ∈ D, on a alors

f(x) = M.x + v = M ′.x + v. Comme M ′ ∈ Nm
et v ∈ Nm

, on a prouvé une impli
ation.

Ré
iproquement, 
onsidérons une fon
tion a�ne f : D → Nm
telle que D est un 
los par

le bas et telle qu'il existe une matri
e 
arrée M ∈ Mm(N) et un ve
teur v ∈ Nm
tels que

pour tout x ∈ D, on a f(x) = M.x + v. Montrons que f−1(X ′) est 
los par le bas pour

tout 
los par le bas X ′
. Pour 
ela, 
onsidérons x ∈ f−1(X ′) et z ∈ Nm

tels que x−z ∈ Nm
.

Comme x ∈ f−1(X ′), on a x ∈ D. Comme D est 
los par le bas, on a don
 x − z ∈ D.

Remarquons que f(x− z) = f(x)−M.z. Comme f(x) ∈ X ′
, M.z ∈ Nm

et que X ′
est 
los

par le bas, on a f(x) −M.z ∈ X ′
. Ainsi, x − z ∈ f−1(X ′). On a don
 bien prouvé que

f−1(X ′) est 
los par le bas. �

Comme le montre le lemme suivant, l'hypothèse D 
los par le bas n'est pas su�sante

pour 
ara
tériser les fon
tions a�nes laissant stables par image inverse les 
los par le bas.

Lemme 7.47

Il existe une fon
tion a�ne f : D → Nm
dé�nie sur un 
los par le bas et un 
los par le bas

X ′
tels que f−1(X ′) n'est pas 
los par le bas.

Démonstration :

On 
onsidère f(x) = 1− x dé�nie sur le 
los par le bas D = {0, 1}. Remarquons que

X ′ = {0} est un 
los par le bas et que f−1(X ′) = {1} n'est pas 
los par le bas. �

Pour montrer que la suite (Pre6k
S (X ′))k>0 est stationnaire, on prouve que la granularité

de 
ette suite est bornée.

Lemme 7.48

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie intervalle-dé�nissable telle qu'il

existe M ∈Mm(N) et v ∈ Nm
véri�ant f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ D.

Pour toute partie intervalle-dé�nissable X ′
, on a gran(f−1(X ′)) 6 max(gran(D), gran(X ′)).

Démonstration :

Considérons la fon
tion g : Nm → Nm
dé�nie par g(x) = M.x + v. D'après la propo-

sition 7.40, on a gran(g−1(X ′)) 6 gran(X ′) pour tout X ′
intervalle-dé�nissable. Comme

f−1(X ′) = D ∩ g−1(X ′), on obtient le lemme. �

On peut alors prouver que la taille asymptotique en k de A(Pre6k
S (X ′)) est 
onstante.

Théorème 7.49

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les fon
tions a�nes laissent stables les 
los par

le bas, et soit X ′
un 
los par le bas. Il existe une 
onstante c > 1 telle que pour tout entier
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k > 0 on a :

taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 c

Démonstration :

Posons c = max(maxa∈Σ gran(Da), gran(X ′)). D'après le lemme 7.48, pour tout k > 0,
on a gran(Pre6k

S (X ′)) 6 c. Comme il existe au plus (c+1)m
parties intervalle-dé�nissables

dont la granularité est bornée par c, la suite (Pre6k
S (X ′))k>0 est stationnaire. Ainsi la taille

asymptotique en k de A(Pre6k
S (X ′)) est 
onstante. �

Remarque 7.50

Contrairement au 
as 
los par le haut, on peut donner une borne élémentaire en taille(S)

et taille(A(X ′)) du plus petit entier k > 0 tel que Pre6k
S (X ′) = Pre∗S(X ′). Pour obtenir une

telle borne, la preuve du théorème pré
édent montre qu'il su�t de majorer la granularité

d'un automate binaire représentant un 
los par le bas. En montrant que l'enveloppe semi-

a�ne dans Nm
d'un non quanti�é X représenté par A(X) est une union �nie de blo
s

de granularité bornée par rtaille(A(X))
, on déduit du théorème 5.40 (et de sa preuve) que

gran(X) 6 rtaille(A(X))
(
ette preuve n'est pas développée dans 
ette thèse).

7.2.5.2 Cal
ul exponentiel dans les autres logiques

On montre que la taille asymptotique de A(Pre6k
S (X ′)) reste exponentielle pour les

logiques suivantes : semi-a�ne, non-quanti�é, polyèdre.

Remarque 7.51

La 
lasse des parties non-quanti�ées est utilisée pour dé
rire les domaines de dé�nition

de quelques systèmes à 
ompteurs analysés par Csl-Alv ([Alv℄). En e�et, 
ertains de


es systèmes utilisent des domaines de dé�nition de la forme xi = xj 
omparant ainsi le


ontenu des 
ompteurs xi et xj .

Proposition 7.52

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. On a les 
ara
térisa-

tions suivantes :

� f−1(X ′) est semi-a�ne pour tout X ′
semi-a�ne si et seulement si D est semi-a�ne.

� f−1(X ′) est non-quanti�ée pour tout X ′
non quanti�é si et seulement si D est non

quanti�é.

� f−1(X ′) est polyèdre-dé�nissable pour tout X ′
polyèdre-dé�nissable si et seulement

si D est polyèdre-dé�nissable.

Démonstration :

On 
onsidère le 
as semi-a�ne. Une des impli
ations est évidente. En e�et, si f−1(X ′)
est semi-a�ne pour tout X ′

semi-a�ne, alors en parti
ulier, 
omme Nm
est semi-a�ne,

D = f−1(Nm) est semi-a�ne. Prouvons l'autre impli
ation en 
onsidérant une fon
tion

a�ne f dé�nie sur une partie semi-a�ne D. Soit X ′
une partie semi-a�ne. Montrons

que f−1(X ′) est semi-a�ne. Comme pour toute partie X ′
1, X

′
2, on a f−1(X ′

1 ∪ X ′
2) =
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f−1(X ′
1) ∪ f−1(X ′

2), on peut supposer que X ′
est une partie a�ne. Il existe une formule

φ′(x′) =
∧

k∈K(〈αk, x
′〉 = ck) où αk ∈ Qm

et ck ∈ Q représentant X ′
. Considérons une

formule φD dans la logique des semi-a�nes représentant D et remarquons que f−1(X ′) est
représentée par la formule semi-a�ne suivante :

φD

∧

k∈K

(〈αk,M.x+ v〉 = ck)

On 
onsidère le 
as non-quanti�é. Une des impli
ations est évidente. En e�et, si f−1(X ′)
est non-quanti�ée pour tout X ′

non-quanti�ée, alors en parti
ulier, 
omme Nm
est non

quanti�é, D = f−1(Nm) est non quanti�es. Prouvons l'autre impli
ation en 
onsidérons

une fon
tion a�ne f dé�nie sur une partie non-quanti�ée D. Montrons que f−1(X ′) est

non-quanti�ée pour tout X ′
non-quanti�ée. Comme f−1(X ∪X ′) = f−1(X) ∪ f−1(X ′) et

que f−1(Nm\X) = D ∩ (Nm\f−1(X)) pour toute partie X et X ′
, on peut supposer que

X ′
est une partie a�ne. Il existe une formule φ′(x′) =

∧

k∈K(〈αk, x
′〉 = ck) où αk ∈ Qm

et ck ∈ Q représentant X ′
. Considérons une formule non quanti�ée φD représentant D et

remarquons que f−1(X ′) est représentée par la formule non-quanti�ée suivante :

φD

∧

k∈K

(〈αk,M.x+ v〉 = ck)

On 
onsidère en�n le 
as polyèdre-dé�nissable. Une des impli
ations est évidente. En

e�et, si f−1(X ′) est polyèdre-dé�nissable pour tout X ′
polyèdre-dé�nissable, alors en par-

ti
ulier, 
omme Nm
est polyèdre-dé�nissable, D = f−1(Nm) est polyèdre-dé�nissable.

Prouvons l'autre impli
ation en 
onsidérons une fon
tion a�ne f dé�nie sur une par-

tie polyèdre-dé�nissable D. Montrons que f−1(X ′) est polyèdre-dé�nissable pour tout X ′

polyèdre-dé�nissable. Comme f−1(X∪X ′) = f−1(X)∪f−1(X ′) pour toute partie X et X ′
,

on peut supposer que X ′
est représenté par une formule φ′(x′) =

∧

k∈K(〈αk, x
′〉 6 ck) où

αk ∈ Qm
et ck ∈ Q. Considérons une formule φD dans la logique des polyèdres représentant

D et remarquons que f−1(X ′) est représentée par la formule suivante :

φD

∧

k∈K

(〈αk,M.x+ v〉 6 ck)

�

Remarque 7.53

Comme les domaines de dé�nition du système à 
ompteurs de la proposition 7.22 sont

semi-a�nes, non quanti�és et polyèdre-dé�nissables, on déduit que la taille asymptotique

de A(Pre6k
S (X ′)) est en général exponentielle en k.

7.3 A propos de Post6k
S (X)

L'étude de la taille asymptotique de A(Post6k
S (X)) est plus di�
ile et moins intéres-

sante que 
elle de A(Pre6k
S (X ′)). En e�et, on montre que pour les logiques étudiées dans



A propos de Post6k
S (X) 121

le 
as des prédé
esseurs, mis à part les 
los par le haut, la 
ara
térisation e�e
tive des

fon
tions a�nes laissant stable 
ette logique par image dire
te est di�
ile 
ar il existe de

telles fon
tions dé�nie sur des ensembles non ré
ursifs. De plus, pour la logique des 
los

par le haut, la 
ara
térisation des fon
tions a�nes laissant stables par image dire
te les


los par le haut, n'est pas utile en véri�
ation 
ar dans la pratique l'ensemble des états

initiaux X d'un système à 
ompteurs, est rarement 
los par le haut.

7.3.1 Cas 
los par le haut

On 
ara
térise les fon
tions a�nes laissant stables par image dire
te les 
los par le haut.

On montre en parti
ulier que l'inverse d'un système à 
ompteurs utilisant de tels fon
tions

n'est autre qu'un système a�ne dont les domaines de dé�nition sont 
los par le haut. Ainsi,

on a Post6k
S (X) = Pre6k

S−1(X) et 
e 
al
ul des su

esseur n'est autre qu'un 
al
ul 
a
hé des

prédé
esseurs. On obtient ainsi une taille asymptotique en k de A(Post6k
S (X)) 
onstante.

Proposition 7.54

Soit f : D → Nm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D de Nm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� L'image f(D) est 
lose par le haut,
� Pour tout X ⊆ Nm


los par le haut, f(X) est 
los par le haut.

De plus, dans 
e 
as f : D → f(D) est une fon
tion bije
tive.

Démonstration :

Une des impli
ations est évidente. En e�et, si pour tout X 
los par le haut, f(X) est

los par le haut alors en parti
ulier 
omme Nm

est 
los par le haut, f(D) = f(Nm) est


los par le haut. Ré
iproquement, 
onsidérons une fon
tion a�ne f : D → Nm
telle que

f(D) est 
los par le haut. Remarquons que si f(D) = ∅ alors l'image par f d'un 
los par le

haut est bien un 
los par le haut (
'est même l'ensemble vide). On peut don
 supposer que

f(D) 6= ∅. Comme f est une fon
tion a�ne, il existe une matri
e 
arrée M ∈ Mm(Q) et
un ve
teur v ∈ Qm

tel que f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ D. Considérons d ∈ D. Comme

f(D) est 
los par le haut, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, on a f(d) + ei ∈ f(D). Il existe don

di ∈ D tel que f(di) = f(d) + ei. Ainsi M.(di − d) = ei. La matri
e M est don
 inversible.

La fon
tion f−1 : f(D)→ Nm
est une fon
tion a�ne telle que f(D) est 
los par le haut. La

proposition 7.24 prouve que pour tout X 
los par le haut, la partie (f−1)−1(X) est 
lose
par le haut. On a don
 prouvé que pour tout X 
los par le haut, f(X) est 
los par le haut.

�

Remarque 7.55

Une étude plus pré
ise des fon
tions a�nes telles que f(D) est 
los par le haut montre

qu'il existe une matri
e de permutation M et un ve
teur v ∈ Zm
tels que f(x) = M.x+ v

pour tout x ∈ Nm
. Ainsi, à permutation près, on peut montrer qu'un système à 
ompteurs

a�ne dont 
haque fon
tion a�ne laisse stables les 
los par le haut n'est autre qu'un réseau

de Petri.

On déduit immédiatement de la proposition 7.54 les 
orollaires suivants.
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Corollaire 7.56

Soit S un système à 
ompteurs a�ne tel que pour tout a ∈ Σ, fa(Da) est 
los par le haut.
Le système à 
ompteurs S−1

est a�ne et ses domaines de dé�nition sont 
los par le haut.

Corollaire 7.57

Soit S un système à 
ompteurs a�ne tel que pour tout a ∈ Σ, fa(Da) est 
los par le haut
et soit X un 
los par le haut. Il existe un entier c > 1 tel que pour tout k > 0 :

taille(A(Pre6k
S (X ′))) 6 c

Démonstration :

D'après la proposition 7.54, le système à 
ompteurs S−1
est a�ne et ses domaines

de dé�nition sont 
los par le haut. De Post6k
S (X) = Pre6k

S−1(X) et du théorème 7.25, on

déduit le 
orollaire. �

Remarque 7.58

Le pré
èdent résultat n'a pas d'intérêt en véri�
ation 
ar l'ensemble des états initiaux d'un

système à 
ompteurs est rarement 
los par le haut.

7.3.2 Autres logiques

On montre que pour les logiques Presburger, intervalle, semi-a�ne, non-quanti�ée et

polyèdre, la 
ara
térisation des fon
tions a�nes laissant stables par image dire
te 
es lo-

giques a peu de signi�
ation 
ar il existe de telles fon
tions dé�nies sur des parties non

ré
ursives.

Comme le montre le lemme suivant, il ne su�t pas d'imposer à f(D) d'être dans la

logique en question (remarquons que N×{0} est à la fois Presburger, intervalle, semi-a�ne,

non-quanti�ée et polyèdre).

Lemme 7.59

Il existe une fon
tion a�ne f : D → N2
dé�nie sur une partie D ⊆ N2

telle que f(D) =
N× {0} et telle que f(N× {0}) ne soit pas Presburger-dé�nissable.

Démonstration :

Soit X ⊆ N. Pour tout x ∈ X, on note ix > 0 le 
ardinal de l'ensemble des x′ ∈ X
stri
tement plus petit que x. On a don
 ix 6 x pour tout x ∈ X. On pose h(X) =
{x2, x2 + ix; x ∈ X}. Remarquons que l'appli
ation qui à X asso
ie h(X) est inje
tive.

Comme l'ensemble des parties Presburger-dé�nissables est dénombrable (
ar 
haque partie

est représentée par une formule de longueur �nie) alors que l'ensemble des parties de N est

indénombrable, il existe une partie X de N telle que h(X) n'est pas Presburger-dé�nissable.
Posons Y = h(X) ∪ {0}. Considérons D = {(x1, x2); x1 > x2; x1, x2 ∈ Y } et la fon
tion

a�ne f : D → N2
dé�nie par f(x1, x2) = (x1 − x2, 0). Comme h(X) n'est pas Presburger-

dé�nissable, X est in�ni. Ainsi, pour tout entier i > 0, il existe un élément x ∈ X tel que

ix = i. On a don
 (x2 + ix, x
2) ∈ D. Comme f(x2 + ix, x

2) = (ix, 0) et que f(D) ⊆ N×{0},
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on a prouvé que f(D) = N× {0}. Remarquons en�n que f(N× {0}) = Y × {0} qui n'est
pas Presburger-dé�nissable. �

De plus, 
omme le montre le lemme suivant, une fon
tion a�ne peut laisser stables par

image dire
te les éléments des logiques Presburger, intervalle, semi-a�ne, non-quanti�ée

et polyèdre, sans pour autant avoir un domaine de dé�nition ré
ursif.

Lemme 7.60

Il existe une fon
tion a�ne f : D → Nm
dé�nie sur une partie D non ré
ursive telle que

pour toute partie X ⊆ Nm
, on a f(X) = {0}.

Démonstration :

Il su�t de 
onsidérer une partie D non ré
ursive et la fon
tion a�ne f : D → Nm

dé�nie par f(x) = 0 pour tout x ∈ D. �

Pour 
es deux raisons, on n'étudie pas dans 
ette thèse la taille asymptotique de

A(Post6k
S (X)) pour 
es di�érentes logiques.

Remarque 7.61

On peut 
ara
tériser les fon
tions a�nes laissant stables les logiques à la fois par image

dire
te et par image inverse. On montre en parti
ulier que les systèmes à 
ompteurs a�nes

S laissant stables les parties intervalle-dé�nissables par prédé
esseur et su

esseur sont

exa
tement les systèmes à 
ompteurs broad
asts généralisés. Malgré une explosion expo-

nentielle possible à 
haque appli
ation de PostS , on montre qu'asymptotiquement la taille

de A(Post6k
S (X)) est polynomiale en k (Cette étude n'est pas présentée dans 
ette thèse).





CHAPITRE 8

Enveloppe étoile d'une relation binaire

Dans 
e 
hapitre, on étend les invariants de pla
es aux systèmes à 
ompteurs.

L'analyse statique d'un système 
her
he à obtenir une approximation de sa relation

d'a

essibilité sans avoir à la 
onstruire expli
itement. Rappelons que pour les réseaux

de Petri, une telle approximation peut-être obtenue en 
al
ulant ses invariants de pla
es

[KJ87, Cia94, DRV01, Ler03℄. En plus d'être 
al
ulable en temps polynomial, les invariants

permettent :

� de faire 
onverger, dans 
ertains 
as, le 
al
ul itératif des états a

essibles d'un sys-

tème en ne 
onsidérant que les états qui peuvent potentiellement atteindre un état

dangereux[DRV01℄.

� de déte
ter des 
ompteurs bornés. En remarquant qu'une fon
tion qui fait 
roître

stri
tement un 
ompteur borné ne peut-être itérée qu'un nombre �ni de fois, on peut

ainsi �éliminer� des 
ompositions de fon
tions qui �ne sont pas a

élérables� (
hapitre

9).

� de déte
ter des relations linéaires entre les 
ompteurs [MOS04, GN03℄. On peut ainsi

réduire le nombre de variables né
essaires pour représenter des états. Par exemple,

si l'on a l'égalité 5.x = 7.y, on peut �éliminer� le 
ompteur y et ne garder que x. On
réduit ainsi le nombre de 
ompteurs qui, rappelons le, est un fa
teur limitant de la

véri�
ation symbolique.

Nous généralisons la dé�nition des invariants de pla
e. Dans [Cia94℄, une telle extension

est proposée pour la 
lasse des �self modifying Petri Nets�. Pour 
onstruire ses invariants

de pla
es, Ciardo montre qu'ils 
oïn
ident ave
 
eux d'un réseau de Petri e�e
tivement


al
ulable. Cette te
hnique est ainsi limitée à des systèmes à 
ompteurs �pro
hes� des

réseaux de Petri. Dans 
e 
hapitre, on montre que le 
al
ul des invariants de pla
es d'un

système S est équivalent [Ler03℄ à 
elui de la plus petite relation a�ne ré�exive et transitive


ontenant RS (la relation d'a

essibilité en une étape du système S), appelé l'enveloppe

a�ne étoile de RS .

Cependant, dans le 
as des réseaux de Petri reset/transfert, l'enveloppe a�ne étoile

est une sur-approximation trop large pour être utilisée. Pour 
es systèmes, la plus petite
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relation semi-a�ne ré�exive et transitive 
ontenant RS , appelée l'enveloppe semi-a�ne

étoile de RS permet de résoudre 
e problème.

Dans 
e 
hapitre, on a :

� dé�ni la notion d'enveloppe étoile d'une relation pour une 
lasse d'approximation.

L'enveloppe a�ne (respe
tivement semi-a�ne) étoile 
orrespond à l'enveloppe étoile

pour la 
lasse des parties a�nes (respe
tivement semi-a�nes).

� prouvé que l'enveloppe a�ne étoile d'un système à 
ompteurs est 
al
ulable en

temps polynomial. Ainsi, les invariants de pla
e sont 
al
ulables en temps polynomial


omme dans le 
as des réseaux de Petri.

� donné un algorithme (respe
tivement un semi-algorithme) pour 
al
uler l'enveloppe

semi-a�ne étoile d'une relation a�ne (respe
tivement semi-a�ne).

� prouvé que l'enveloppe semi-a�ne étoile de la relation d'a

essibilité d'un réseau

de Petri reset/transfert ou d'un système broad
ast est 
al
ulable en temps double

exponentiel.

Dans la se
tion 8.1, on dé�nit la notion d'enveloppe étoile d'une relation pour une


lasse d'approximation et on établit le lien ave
 l'abstra
tion. Les enveloppes a�nes et

semi-a�nes étoiles sont introduites dans la se
tion 8.2. Un algorithme pour 
al
uler l'enve-

loppe a�ne étoile d'une relation a�ne est donné dans la se
tion 8.3 et un semi-algorithme

de 
al
ul de l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-a�ne est présenté dans la

se
tion 8.4.

Sans ambiguïté, on note pour une relation binaire R sur Qm
, aff(R) l'enveloppe a�ne

dans Q2.m
de R, et on note saff(R) l'enveloppe semi-a�ne dans Q2.m

de R.

8.1 Enveloppe étoile d'une relation

En utilisant une 
lasse d'approximation C de E ×E pour un ensemble E non vide, on

montre que toute relation binaire R sur E est in
luse dans une plus petite relation de C
ré�exive et transitive, appelée l'enveloppe étoile de R et notée env∗C(R). On obtient ainsi

une fon
tion P(E ×E)→ C qui, à une relation binaire R sur E, asso
ie l'enveloppe étoile
env∗

C(R). On montre en�n l'intérêt d'étudier la restri
tion de 
ette fon
tion à C.

On se donne don
 une 
lasse d'approximation C de E×E où E est un ensemble non vide.

La proposition suivante montre que toute relation binaire sur E peut être sur-approximée

par une relation de C.

Proposition 8.1

Pour toute relation binaire R sur E, il existe une plus petite relation binaire (pour l'in
lu-

sion) ré�exive et transitive appartenant à C et 
ontenant R.

Démonstration :

On note R′
l'interse
tion de toutes les relations binaires ré�exives et transitives de C


ontenant R. Comme E × E ∈ C, 
ette interse
tion est bien dé�nie. Par 
onstru
tion R′
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est la plus petite relation binaire (pour l'in
lusion) ré�exive et transitive appartenant à C
et 
ontenant R. �

Dé�nition 8.2

L'enveloppe étoile d'une relation binaire R sur E est la plus petite relation binaire ré�exive

et transitive de C 
ontenant R, notée env∗C(R) ou simplement env∗(R).

L'enveloppe étoile d'une relation binaire R sur-approxime naturellement la fermeture

ré�exive et transitive de la relation R. La proposition suivante montre en e�et que env∗(R)

ontient la relation R∗

.

Proposition 8.3

Pour toute relation binaire R sur E, on a R∗ ⊆ env∗(R).

Démonstration :

Comme env∗(R) est ré�exive et transitive, on déduit de R ⊆ env∗(R) que R∗ ⊆
env∗(R). �

La proposition suivante explique pourquoi dans la suite on ne 
her
he à 
al
uler que

l'enveloppe étoile d'une relation de C et non l'enveloppe étoile d'une relation quel
onque sur

E. En e�et, dans une phase préliminaire, on 
al
ule l'enveloppe R′ = env(R) de R, puis on

al
ule env∗(R′). Ainsi, dans le 
as a�ne (respe
tivement semi-a�ne), il su�ra simplement

de montrer 
omment 
al
uler l'enveloppe a�ne étoile d'une relation a�ne (respe
tivement

l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-a�ne).

Proposition 8.4

Pour toute relation binaire R sur E, on a env∗(R) = env∗(env(R)).

Démonstration :

De R ⊆ env(R) ⊆ env∗(env(R)), on déduit par minimalité de env∗(R) que env∗(R) ⊆
env∗(env(R)). De R ⊆ env∗(R) et de env∗(R) ∈ C, on déduit env(R) ⊆ env∗(R). Ainsi,
par minimalité de env∗(env(R)), on a env∗(env(R)) ⊆ env∗(R). �

Pour 
al
uler l'enveloppe étoile d'une relation, on doit don
 étudier la fon
tion C → C
qui à une relation R de C asso
ie la relation env∗(R).

Exemple 8.5

Cette exemple montre le lien entre les te
hniques d'abstra
tion (voir [BPR02℄ et [BPR01℄

pour des exemples d'appli
ations) et l'enveloppe étoile. Dans les te
hniques d'abstra
tion,

on utilise un ensemble �ni P0 de parties de E appelé ensemble de �prédi
ats�. Considérons

la 
lasse P 
orrespondant à la fermeture par union, interse
tion et 
omplémentaire de P0,

et la 
lasse d'approximation C = P × P . Soit S = (E,Σ, (
a−→)a∈Σ) un système. Rappelons

que l'abstra
tion du système S 
orrespond au système S′ = (E,Σ, (env(
a−→))a∈Σ). On va

montrer que l'enveloppe étoile env∗(RS) de la relation d'a

essibilité en une étape RS de S
est égale à la relation d'a

essibilité R∗

S′ du système abstrait S′
. On 
ommen
e par établir

l'égalité RS′ = env(RS). On a en e�et RS′ =
⋃

a∈Σ env(
a−→) = env(

⋃

a∈Σ
a−→) = env(RS).
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En parti
ulier, on a RS′ ⊆ env∗(RS). 
omme env∗(RS) est ré�exive et transitive, on a don


prouvé l'in
lusion R∗
S′ ⊆ env∗(RS). Montrons l'in
lusion ré
iproque. Comme R∗

S′ est une

relation de C, ré�exive, transitive et 
ontenant RS ⊆ env(RS) = RS′
, par minimalité de

l'enveloppe étoile, on a env∗(RS) ⊆ R∗
S′ . On a don
 bien établi l'égalité env∗(RS) = R∗

S′ .

8.2 Comparaison enveloppe a�ne/semi-a�ne étoile

Dans la se
tion pré
édente, on a dé�ni l'enveloppe étoile d'une relation pour une 
lasse

d'approximation. Comme dans le reste de 
e 
hapitre, seules les 
lasses d'approximation

par espa
es a�nes et semi-a�nes sont étudiées, 
orrespondant respe
tivement à la 
lasse

d'approximation par parties a�nes et par parties semi-a�nes, on 
ompare dans 
ette se
-

tion introdu
tive 
es deux enveloppes étoiles.

Dé�nition 8.6

L'enveloppe a�ne étoile (resp. l'enveloppe semi-a�ne étoile) d'une relation R de Qm
est

l'enveloppe étoile aff∗(R) (resp. saff∗(R)) de R pour la 
lasse d'approximation des espa
e

a�ne de Qm ×Qm
(resp. des espa
es semi-a�nes de Qm ×Qm

).

Dans la sous-se
tion 8.2.1, on établit le lien entre aff∗(R) et saff∗(R) pour une relation
binaire R. Dans la sous-se
tion 8.2.2 on 
al
ule sur un exemple de système à 
ompteurs

S, la relation saff∗(RS) que l'on 
ompare à aff∗(RS). En�n, dans la sous-se
tion 8.2.3, on

montre que aff∗(RS) et saff∗(RS) 
oïn
ident pour tout réseau de Petri S.

8.2.1 Lien entre aff∗(R) et saff∗(R)

Dans 
ette sous-se
tion, on prouve l'égalité aff(saff∗(R)) = aff∗(R).

La proposition suivante sera prin
ipalement utilisée dans la se
tion 8.3 pour prouver

que l'enveloppe a�ne étoile d'une relation a�ne est 
al
ulable en temps polynomial. Cette

proposition est prouvée dans 
ette se
tion pour établir le lien entre les enveloppes a�ne

étoile et semi-a�ne étoile.

Proposition 8.7

Pour toute relation a�ne R, on a :

aff∗(R) = aff(I ∪ R)

Démonstration :

Remarquons que I ∪ R ⊆ aff∗(R). Comme de plus aff∗(R) est un espa
e a�ne,

on a aff(I ∪ R) ⊆ aff∗(R). Pour montrer l'in
lusion ré
iproque, 
omme aff(I ∪ R) est

une relation re�exive 
ontenant R, il su�t de prouver qu'elle est transitive. Pour 
ela,


onsidérons (x, x′) et (x′, x′′) dans aff(I ∪R). Comme (x, x′′) = (x, x′) + (x′, x′′)− (x′, x′),
et que (x, x′), (x′, x′′) et (x′, x′) sont dans l'espa
e a�ne aff(I ∪ R), le 
ouple (x, x′′) est

aussi dans 
et espa
e a�ne. On a ainsi prouvé que aff(I ∪ R) est une relation re�exive et
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transitive 
ontenant R. Par minimalité de l'enveloppe a�ne étoile, on obtient l'in
lusion

aff∗(R) ⊆ aff(I ∪ R). �

On peut alors établir le lien entre l'enveloppe a�ne étoile et l'enveloppe semi-a�ne

étoile.

Proposition 8.8

Pour toute relation binaire R, on a :

aff∗(R) = aff(saff∗(R))

Démonstration :

Comme aff∗(R) est une relation a�ne ré�exive et transitive, et en parti
ulier une

relation semi-a�ne ré�exive et transitive, qui 
ontient R, par minimalité de l'enveloppe

semi-a�ne étoile, on a saff∗(R) ⊆ aff∗(R). Comme de plus aff∗(R) est une relation a�ne,

par minimalité de l'enveloppe a�ne, on a aff(saff∗(R)) ⊆ aff∗(R). Montrons l'in
lusion

ré
iproque. La proposition 8.7 montre que aff∗(R) = aff(I ∪ R). De l'in
lusion I ∪ R ⊆
saff∗(R), on déduit alors par minimalité de l'enveloppe a�ne, aff(I ∪ R) ⊆ aff(saff∗(R)).
Ainsi aff∗(R) ⊆ aff(saff∗(R)). �

8.2.2 Cal
ul de l'enveloppe semi-a�ne étoile d'un réseau de Petri transfert

Dans 
ette se
tion, on montre sur un exemple de réseau de Petri transfert S, que l'enve-
loppe semi-a�ne étoile saff∗(RS) de la relation d'a

essibilité en une étape RS de S peut

ne pas 
oïn
ider ave
 l'enveloppe a�ne étoile aff∗(RS).

On 
onsidère le réseau de Petri transfert S = (Σ,
a−→)a∈Σ) donné dans [Cia94℄. On a

Σ = {a, b}, m = 2 et les relations

a−→ et

b−→ sont dé�nies par :

{

(x1, x2)
a−→ (x′1, x

′
2) ssi x1 > 1 et (x′1, x

′
2) = (0, x2 + x1)

(x1, x2)
b−→ (x′1, x

′
2) ssi x2 > 1 et (x′1, x

′
2) = (x1 + x2, 0)

La relation d'a

essibilité en une étape de S est alors dé�nie par RS =
a−→ ∪ b−→. Considérons

les fon
tions a�nes ga, gb : Q2 → Q4
dé�nies par ga(x1, x2) = (x1, x2, 0, x2 + x1) et

gb(x1, x2) = (x1, x2, x1 + x2, 0). Considérons aussi les domaines de dé�nition Da et Db

dé�nies par Da = {x ∈ N2; x1 > 1} et Db = {x ∈ N2; x2 > 1}. On a alors

a−→= ga(Da) et
b−→= gb(Db). La proposition 3.13 qui permet de �sortir� une fon
tion a�ne d'une enveloppe,

prouve alors les égalités suivantes :























aff(
a−→) = ga(aff(Da))

aff(
b−→) = gb(aff(Db))

saff(
a−→) = ga(saff(Da))

saff(
b−→) = gb(saff(Db))
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Lemme 8.9

Pour toute partie X ⊆ Q in�ni, nous avons saff(X) = Q.

Démonstration :

Comme saff(X) est un espa
e semi-a�ne, il existe une 
lasse �nie C d'espa
es a�nes

non vides de Q tels que saff(X) =
⋃

A∈C A. Rappelons qu'un espa
e a�ne non vide A de

Q est soit égal à un singleton A = {x} pour x ∈ Q, soit égal à Q. Suppsons par l'absurde

que tous les espa
es a�nes de C soit des singletons. Dans 
e 
as saff(X) est un ensemble

�ni 
e qui 
ontredit l'in
lusion X ⊆ saff(X). Ainsi, Q ∈ C et on a prouvé que saff(X) = Q.
�

Comme Da et Db sont des parties 
loses par le haut, on peut montrer la proposition

suivante :

Proposition 8.10

Pour toute partie non vide X ⊆ Nm

lose par le haut, on a aff(X) = Qm = saff(X).

Démonstration :

Comme saff(X) ⊆ aff(X) ⊆ Qm
, il su�t de prouver que saff(X) = Qm

. Considérons

x0 ∈ Nm
. Comme X est 
los par le haut, on a x0 +

∑m
i=1 N.ei ⊆ X. D'après la proposition

3.12, on a saff(x0 +
∑m

i=1 N.ei) = x0 +
∑m

i=1 saff(N.ei). Considérons la fon
tion a�ne

gi : Q → Qm
dé�nie par gi(x) = x.ei. D'après la proposition 3.13, on a saff(gi(N)) =

gi(saff(N)). Or d'après le lemme 8.9, on a saff(N) = Q. Comme N.ei = gi(N), on a ainsi

prouvé saff(N.ei) = Q.ei. De l'in
lusion x0 +
∑m

i=1 saff(N.ei) ⊆ saff(X), on déduit en�n

Qm ⊆ saff(X). �

La proposition pré
édente montre don
 que aff(Da) = Qm = saff(Da) et aff(Db) =
Qm = saff(Db). Considérons les relations Ra et Rb dé�nies par Ra = ga(Q

m) et Rb =
gb(Q

m). De
a−→⊆ aff∗(RS), on déduit Ra = aff(

a−→) ⊆ aff∗(RS). Symétriquement, en posant

R′ = Ra ∪Rb ∪ I, on déduit R′ ⊆ aff∗(RS) et R′ ⊆ saff∗(RS).

DeR′ ⊆ aff∗(RS), on déduit aff(R′) ⊆ aff∗(RS). Comme aff(R′) = {(x1, x2, x
′
1, x

′
2); x1+

x2 = x′1 +x′2} et que 
ette relation est ré�exive et transitive, par minimalité de l'enveloppe

a�ne étoile, on a prouvé l'égalité suivante :

aff∗(RS) = {(x1, x2, x
′
1, x

′
2); x1 + x2 = x′1 + x′2}

De Ra.Rb = Rb et Rb.Ra = Ra, on déduit que R′
est ré�exive et transitive. Par

minimalité de l'enveloppe semi-a�ne étoile, on a saff∗(RS) ⊆ R′
. On a don
 prouvé l'égalité

suivante :

saff∗(RS) = Ra ∪Rb ∪ I

S est don
 un réseau de Petri transfert S pour lequel saff∗(RS) et aff∗(RS) ne 
oïn
ident
pas. Remarquons que l'in
lusion R∗

S ⊆ aff∗(RS) n'apporte que l'invariant x1+x2 = x′1+x′2
alors que l'in
lusion R∗

S ⊆ saff∗(R) produit un invariant �disjon
tif� :

((x′1 = 0) ∧ (x′2 = x2 + x1)) ∨ ((x′1 = x1 + x2) ∧ (x′2 = 0)) ∨ ((x′1 = x1) ∧ (x′2 = x2))
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8.2.3 Enveloppe a�ne et semi-a�ne étoile d'un réseau de Petri

Dans la sous-se
tion pré
édente, on a présenté un exemple de réseau de Petri transfert

pour lequel l'enveloppe a�ne étoile et l'enveloppe semi-a�ne étoile de la relation d'a

es-

sibilité en une étape ne 
oïn
ident pas. Dans 
ette sous-se
tion on montre que pour les

réseaux de Petri, 
es deux enveloppes 
oïn
ident toujours.

Proposition 8.11

Pour tout réseau de Petri S, on a :

saff∗(RS) = aff∗(RS)

Démonstration :

Considérons un réseau de Petri S = (Σ, (
a−→)a∈Σ). Les relations

a−→ peuvent alors s'é
rire

x
a−→ x′ si et seulement si x > va et x′ = x− va + v′a, pour des ve
teurs va, v

′
a ∈ Nm

.

Montrons que saff(Ra) = I + (
−→
0 , v′a − va). Considérons la fon
tion a�ne ga : Qm →

Qm × Qm
dé�nie par ga(x) = (x, x − va + v′a). De la proposition 3.13 et de l'égalité

a−→=
ga({x ∈ Nm; x > va}), on déduit saff(

a−→) = ga(saff({x ∈ Nm; x > va})). La proposition

8.10 prouve que saff({x ∈ Nm; x > va}) = Qm
. On a don
 saff(

a−→) = I + (
−→
0 , v′a − va).

On numérote les éléments de Σ = {a1, . . . , an}. Considérons alors une suite (αi)16i6n

de N. Comme saff(
a−→) ⊆ saff∗(RS) pour tout a ∈ Σ et que la relation saff∗(R) est ré�exive

et transitive, on a prouvé :

I +
n
∑

i=1

αi.(
−→
0 , v′ai

− vai
) = saff(

a1−→)α1 . . . saff(
an−→)αn ⊆ saff∗(RS)

On a don
 prouvé l'in
lusion I +
∑

a∈Σ N.(
−→
0 , v′a − va) ⊆ saff∗(RS). Par minimalité

de l'enveloppe semi-a�ne, on a saff(
∑

a∈Σ N.(
−→
0 , v′a − va)) ⊆ saff∗(RS). Posons R′ =

∑

a∈Σ Q.(
−→
0 , v′a − va). La proposition 3.12 montre l'égalité suivante saff(

∑

a∈Σ N.(
−→
0 , v′a −

va)) = R′
. On don
 R′ ⊆ saff∗(RS). Montrons l'in
lusion ré
iproque. Comme RS ⊆ R′

et que R′
est ré�exive et transitive, par minimalité de l'enveloppe semi-a�ne étoile, on a

saff∗(RS) ⊆ R′
. On a don
 prouvé que saff∗(R) = R′

. En parti
ulier saff∗(R) est un espa
e

a�ne. La proposition 8.8 permet alors de 
on
lure que saff∗(RS) = aff∗(RS). �

8.3 Enveloppe a�ne étoile

L'enveloppe a�ne étoile d'une relation a�ne est étudiée dans 
ette se
tion. On prouve

dans la sous-se
tion 8.3.1 que 
ette enveloppe est 
al
ulable en temps polyn�mial. On

déduit alors que l'enveloppe a�ne de la relation d'a

essibilité d'un système à 
ompteurs

est 
al
ulable en temps polyn�mial. En�n, dans la sous-se
tion 8.3.2 on établie le lien entre

l'enveloppe a�ne étoile et les invariants dits de pla
e d'un système à 
ompteurs.
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8.3.1 Cal
ul de l'enveloppe a�ne étoile

On prouve dans 
ette sous-se
tion que l'enveloppe a�ne étoile d'une relation a�ne R
se 
al
ule en temps polyn�mial en fon
tion de la taille de R. Comme l'enveloppe a�ne

d'un ensemble représenté par un automate binaire est 
al
ulable en temps polyn�mial, on

déduit que l'enveloppe a�ne de la relation d'a

essibilité d'une large 
lasse de systèmes à


ompteurs est 
al
ulable en temps polyn�mial.

De la proposition 8.7, on déduit les deux 
orollaires suivants.

Corollaire 8.12

L'enveloppe a�ne étoile d'une relation a�ne R est 
al
ulable en temps polyn�mial en

fon
tion de la taille de R.

Démonstration :

La proposition 8.7 montre que aff∗(R) = aff(I ∪ R). L'enveloppe étoile aff∗(R) est

don
 
al
ulable en temps polynomial. �

Corollaire 8.13

Pour toute relation binaire R, on a aff(R∗) = aff∗(R).

Démonstration :

Considérons une relation binaire R. Par minimalité de l'enveloppe a�ne, on déduit

de R∗ ⊆ aff∗(R), l'in
lusion aff(R∗) ⊆ aff∗(R). Montrons l'in
lusion ré
iproque. Comme

I ∪ R ⊆ R∗
, on a aff(I ∪ R) ⊆ aff(R∗). Or d'après la proposition 8.7, on a aff∗(R) =

aff(I ∪ R). On a don
 prouvé aff∗(R) ⊆ aff(R∗). �

Les outils de véri�
ation symbolique [Fas℄ et [Las℄ prennent en entrée des systèmes à


ompteurs S = (Nm,Σ, (
a−→)a∈Σ) tels que

a−→ est représentée par une formule de Presburger

φa et par une fon
tion a�ne fa telles que x
a−→ x′ si et seulement si x ∈ JφaK et x

′ = fa(x).
Dans une étape préliminaire, 
es outils 
onstruisent pour 
haque a
tion a ∈ Σ, l'automate

binaire 
anonique Aa représentant la partie JφaK. Dans le théorème suivant, on montre que

l'on peut 
al
uler l'enveloppe a�ne de la relation d'a

essibilité de S en temps polyn�mial

en fon
tion de la taille des automates (Aa)a∈Σ et de la taille des fon
tions a�nes fa.

Dé�nition 8.14

Une représentation d'un système à 
ompteurs S = (Σ, (
a−→)a∈Σ) par automate binaire et

fon
tion a�ne est un 
ouple (Qm,Σ, (Aa)a∈σ, (fa)a∈Σ) tel que :

� (Aa)a∈Σ est une suite d'automates binaires,

� (fa)a∈Σ est une suite de fon
tions a�nes de Qm
dans Qm

, et

� pour tout a ∈ Σ, on a x
a−→ x′ si et seulement si x ∈ ρm(L(Aa)) et x

′ = fa(x).

Théorème 8.15

Pour tout système à 
ompteurs S représenté par automate binaire et fon
tion a�ne, l'en-

veloppe a�ne de la relation d'a

essibilité de S est 
al
ulable en temps polyn�mial.
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Démonstration :

Considérons don
 un système à 
ompteurs S représenté par (Qm,Σ, (Aa)a∈σ, (fa)a∈Σ).
On 
ommen
e par montrer l'égalité aff(R∗

S) = aff(I⋃a∈Σ aff(
a−→)). D'après la pro-

position 8.13, on a aff(R∗
S) = aff∗(RS). D'après la proposition 8.4, on a aff∗(RS) =

aff∗(aff(RS)). En�n, la proposition 8.7 montre que aff∗(aff(RS)) = aff(I ∪ aff(RS)). On a

don
 bien prouvé l'égalité aff(R∗
S) = aff(I⋃a∈Σ aff(

a−→)).

Pour prouver le théorème, il su�t don
 de prouver que les espa
e a�nes aff(
a−→) sont


al
ulables en temps polyn�mial.

Montrons que aff(Ra) est 
al
ulable en temps polyn�mial. Considérons la fon
tion

a�ne ga : Qm → Qm × Qm
dé�nie par ga(x) = (x, fa(x)). Comme

a−→= ga(ρL(L(Aa))),
la proposition 3.13 prouve l'égalité aff(

a−→) = fa(aff(ρL(L(Aa)))). Or, d'après le 
orollaire
4.68, l'enveloppe a�ne de aff(ρL(Aa)) est 
al
ulable en temps polynomial en la taille de

l'automate Aa. Ainsi aff(
a−→) est 
al
ulable en temps polyn�mial. �

Remarque 8.16

On peut étendre le théorème pré
édent en représentant des a
tions a du système à 
omp-

teurs S par des transdu
teurs Aa tels que ρ2.m(L(Aa)) =
a−→. Le 
al
ul de l'enveloppe a�ne

de la relation d'a

essibilité reste en e�et polyn�mial.

8.3.2 Les invariants de pla
e

L'enveloppe a�ne étoile de la relation d'a

essibilité en une étape du réseau de Petri

transfert de la sous-se
tion 8.2.2 a fait apparaître un invariant de la forme x1+x2 = x′1+x′2.
On établit dans 
ette sous-se
tion le lien entre l'enveloppe a�ne étoile aff∗(RS) de la rela-
tion d'a

essibilité en une étape d'un système à 
ompteurs S et l'ensemble des invariants

de 
e type, appelé invariants de pla
e de S.

Dé�nition 8.17 ([Cia94℄)

Un invariant de pla
e d'un système à 
ompteurs S = (Σ, (
a−→)a∈Σ) est une forme linéaire

l : Qm → Q telle que pour toute a
tion a ∈ Σ et pour tout x
a−→ x′ on a l(x) = l(x′).

L'ensemble des invariants de pla
e d'un système à 
ompteurs S est noté Inv(S)

La proposition suivante montre que Inv(S) est 
al
ulable en temps polyn�mial en fon
-

tion de aff∗(RS) et que ré
iproquement aff∗(RS) est 
al
ulable en temps polyn�mial en

fon
tion de Inv(S).

Proposition 8.18

Pour tout système à 
ompteurs S = (Σ, (
a−→)a∈Σ), on a :

aff∗(RS) = {(x, x′); l(x) = l(x′) ∀l ∈ Inv(S)}
Inv(S) = {l : Qm → Q; l forme linéaire telle que l(x) = l(x′) pour tout (x, x′) ∈ aff∗(RS)}

Démonstration :

On note R = {(x, x′); l(x) = l(x′) ∀l ∈ Inv(S)}.
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On 
ommen
e par établir la première égalité. Montrons que R est un espa
e a�ne.

Considérons (x, x′), (y, y′) ∈ R et t1, t2 ∈ Q tels que t1 = t2 et prouvons que t1.(x, x
′) +

t2.(y, y
′) ∈ R. Pour tout l ∈ Inv(S), on a l(t1.x + t2.y) = t1.l(x) + t2.l(y) = t1.l(x

′) +
t2.l(y

′) = l(t1.x
′ + t2.y

′). Ainsi t1.(x, x
′) + t2.(y, y

′) ∈ R et on a bien montré que R est un

espa
e a�ne. Montrons que RS ⊆ R. Pour tout (x, x′) ∈ RS , il existe a ∈ Σ tel que x
a−→ x′.

Ainsi, pour tout l ∈ Inv(S), on a l(x) = l(x′). On a don
 prouvé que RS ⊆ R. Comme

R est ré�exive et transitive et 
ontient RS , par minimalité de l'enveloppe a�ne étoile, on

a aff∗(RS) ⊆ R. Montrons l'in
lusion ré
iproque. Considérons (x0, x
′
0) ∈ R et supposons

par l'absurde que (x0, x
′
0) ∈ aff∗(RS). Il existe une fon
tion a�ne f : Qm ×Qm → Q telle

que f(x0, x
′
0) 6= 0 et pour tout (x, x′) ∈ aff∗(RS), on a f(x, x′) = 0. Considérons deux

formes linéaires l et l′ et un rationnel c ∈ Q tel que f(x, x′) = l(x)− l′(x′) + c pour tout
(x, x′) ∈ Qm × Qm

. Soit x ∈ Qm
. De (x, x) ∈ I ⊆ aff∗(RS), on déduit 0 = f(x, x) =

l(x) − l′(x) + c = 0. On a don
 c = 0 et l = l′. Ainsi, pour tout (x, x′) ∈ aff∗(RS), on
a l(x) = l(x′). En parti
ulier, pour toute a
tion a ∈ Σ et pour tout x

a−→ x′, on déduit

l(x) = l(x′) de (x, x′) ∈ RS ⊆ aff∗(RS). On a don
 l ∈ Inv(S). En�n, 
omme (x0, x
′
0) ∈ R,

on a f(x0, x
′
0) = l(x0) − l(x′0) = 0. On a don
 une 
ontradi
tion. On a don
 prouvé la

première égalité.

Montrons la deuxième égalité. Considérons l ∈ Inv(S) et un 
ouple (x, x′) ∈ aff∗(RS).
D'après la première égalité, on a (x, x′) ∈ R. Ainsi l(x) = l(x′) et on a montré l'in
lusion

Inv(S) ⊆ {formes linéaires l : Qm → Q; l(x) = l(x′) ∀(x, x′) ∈ aff∗(RS)}. Pour l'in
lusion
ré
iproque, 
onsidérons une forme linéaire l telle que l(x) = l(x′) pour tout (x, x′) ∈
aff∗(RS). En parti
ulier, pour tout (x, x′) ∈ RS , on a l(x) = l(x′). On a don
 l ∈ Inv(S).

�

On a don
 établie que le 
al
ul de l'enveloppe a�ne étoile de RS revient ni plus ni

moins à 
al
uler l'ensemble des invariants de pla
e Inv(S).

8.4 Enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation a�ne

On montre dans 
ette se
tion que l'enveloppe semi-a�ne étoile saff∗(R) d'une relation
a�ne est 
al
ulable en temps polyn�mial en sa taille et la taille de R. On montre de plus

que la relation semi-a�ne saff∗(R) est une union �nie d'au plus (4m + 1)2.m
relations

a�nes de taille polynomiale en la taille de R.

Dans la sous-se
tion 8.4.1, on montre que les itérées d'une relation a�ne 
orrespondent

aux itérées d'une fon
tion a�ne 
al
ulables en temps polyn�mial. En�n, dans la sous-

se
tion 8.4.2, on montre 
omment 
al
uler saff∗(R) pour une relation a�ne R.

8.4.1 Itérée d'une relation a�ne

On montre que l'on peut asso
ier à toute relation a�neR, une fon
tion a�ne f telle que
les itérées de R 
orrespondent aux itérées de f . Pour 
ela, on prouve que l'on peut 
al
uler

en temps polyn�mial un espa
e a�neD(R∞) appelé domaine de dé�nition limite, un espa
e

ve
toriel V (R∞) appelé dire
tion limite et une fon
tion a�ne f : D(R∞)→ D(R∞) telle
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que pour tout i > m+ 1, on a :

Ri = {(x, x′) ∈ D(R∞)×Qm; x′ ∈ f i(x) + V (R∞)}

8.4.1.1 Domaine de dé�nition limite

On montre que l'on peut asso
ier à une relation a�ne R un espa
e a�ne D(R) ap-

pelé domaine de dé�nition de R. En remarquant que la suite des domaines de dé�nition

(D(Ri))i>0 des itérées d'une relation a�ne R est une suite dé
roissante stationnaire, on

introduit la notion de domaine de dé�nition limite D(R∞). On prouve que 
et espa
e a�ne

est 
al
ulable en temps polyn�mial.

Dé�nition 8.19

Le domaine de dé�nition d'une relation a�ne R est l'espa
e a�ne noté D(R) = {x ∈
Qm; ∃y ∈ Qm; (x, y) ∈ R}.

Naturellement la suite (D(Ri))i>0 est une suite dé
roissante d'espa
es a�nes et, 
omme

toute suite dé
roissante d'espa
es a�nes, elle est don
 stationnaire. Dans le lemme suivant

on montre que l'on peut dete
ter le moment où elle devient stationnaire 
ar elle est stri
-

tement dé
roissante avant.

Lemme 8.20

Soit R une relation binaire a�ne. La suite (D(Ri))i>0 est dé
roissante et stationnaire. De

plus pour tout indi
e i0 > 0 tel que D(Ri0+1) = D(Ri0), on a D(Ri) = D(Ri0) pour tout
i > i0.

Démonstration :

De D(Ri+1) ⊆ D(Ri), on déduit que (D(Ri))i>0 est une suite dé
roissante d'espa
es

a�nes. Ainsi, il existe un indi
e i0 tel que D(Ri0+1) = D(Ri0). Pour montrer la proposition

il su�t de prouver que l'on a alorsD(Ri0+2) = D(Ri0+1). CommeD(Ri0+2) ⊆ D(Ri0+1), il
su�t de prouver l'in
lusion ré
iproque. Pour 
ela, 
onsidérons x ∈ D(Ri0+1). Il existe alors
y ∈ Qm

tel que (x, y) ∈ Ri0+1
. Soit x′ ∈ Qm

tel que (x, x′) ∈ R et (x′, y) ∈ Ri0
. Le ve
teur

x′ est don
 dans D(Ri0) = D(Ri0+1). Il existe y′ ∈ Qm
tel que (x′, y′) ∈ Ri0+1

. On a

prouvé que (x, y′) ∈ Ri0+2
. De x ∈ D(Ri0+2), on déduit l'in
lusion D(Ri0+1) ⊆ D(Ri0+2).

�

Dé�nition 8.21

Le domaine de dé�nition limite d'une relation a�ne R est l'espa
e a�ne noté D(R∞) et

dé�ni par D(R∞) =
⋂

i>0D(Ri).

La proposition suivante montre que la suite (D(Ri))i>0 est stationnaire à partir de

i = m+ 1.

Proposition 8.22

Pour toute relation a�ne R, on a D(R∞) = D(Rm+1).
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Démonstration :

Notons i0 > 0 le premier indi
e tel que D(Ri0+1) = D(Ri0). On a alors D(R∞) =
D(Ri) pour tout i > i0. Il su�t don
 de montrer que i0 6 m + 1. Pour tout i ∈
{0, . . . , i0 − 1}, on a D(Ri+1) ( D(Ri). Ainsi dim(D(Ri+1)) < dim(D(Ri)). On obtient

alors dim(D(Ri0)) 6 m− i0. Comme dim(D(Ri0)) > −1, on a bien i0 6 m+ 1. �

Ainsi, il su�t de 
al
uler D(Rm+1) pour obtenir D(R∞).

Corollaire 8.23

Le domaine de dé�nition limite d'une relation a�ne est 
al
ulable en temps polynomial.

Démonstration :

Considérons une relation R donnée par sa représentation 
anonique ρ(R). On peut


al
uler en temps polynomial la représentation 
anonique ρ(Rm+1). Considérons la fon
tion
a�ne f : Qm × Qm → Qm

dé�nie par f(x, x′) = x. On a alors D(Rm+1) = f(Rm+1) qui
est don
 
al
ulable en temps polynomial. �

8.4.1.2 Dire
tion limite

On remarque qu'une relation a�ne R asso
ie à 
haque ve
teur x ∈ D(R) un espa
e

a�ne non vide {y; (x, y) ∈ R}. On montre que le ve
torialisé de 
et espa
e est un es-

pa
e ve
toriel qui ne dépend pas du point x de D(R). Cette espa
e ve
toriel noté V (R)
est appelé la dire
tion de R. En remarquant que la suite des dire
tions (V (Ri))i>0 est

une suite 
roissante stationnaire d'espa
es ve
toriels, on introduit la notion de dire
tion

limite V (R∞). On prouve en�n que 
et espa
e ve
toriel est 
al
ulable en temps polyn�mial.

Pour dé�nir la dire
tion d'une relation a�ne, on 
ommen
e par prouver le lemme

suivant.

Lemme 8.24

Soit R une relation a�ne non vide. Il existe un unique espa
e ve
toriel V tel que pour tout

x ∈ D(R), le ve
torialisé de {y ∈ Qm; (x, y) ∈ R} est égal à V .

Démonstration :

Considérons x1, x2 ∈ D(R) et notons A1 = {y ∈ Qm; (x1, y) ∈ R} et A2 = {y ∈
Qm; (x2, y) ∈ R}. Il su�t de montrer que A1 et A2 sont deux espa
es a�nes non vide

de même dire
tion. Comme R est une relation a�ne, A1 et A2 sont des espa
es a�nes.

De plus, 
omme x1, x2 ∈ D(R), les espa
es a�nes A1 et A2 sont non vides. Pour prouver

la proposition, par symétrie, il su�t de montrer que

−→
A1 ⊆

−→
A2. Considérons

−→a ∈ −→A1. Il

existe y+, y− ∈ A1 tels que

−→a = y+ − y−. Notons y2 un ve
teur de A2. Comme 1 +
1 − 1 = 1 et que (x2, y2), (x1, y

+), (x1, y
−) sont des 
ouples de la relation a�ne R, on a

(x2, y2 + −→a ) = (x2, y2) + (x1, y
+)− (x1, y

−1) ∈ R. Ainsi, y2 + −→a ∈ A2. On a montré que

−→a = (y2 +−→a )− y2 ∈
−→
A2. On a don
 bien prouvé l'in
lusion

−→
A1 ⊆

−→
A2. �
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Dé�nition 8.25

La dire
tion d'une relation a�ne non vide R est l'unique espa
e ve
toriel noté V (R) égal
au ve
torialisé de {y ∈ Qm; (x, y) ∈ R} pour tout x ∈ D(R). On note V (∅) = Qm

.

Pour montrer que (V (Ri))i>0 est une suite 
roissante, on 
ommen
e par prouver le

lemme suivant.

Lemme 8.26

Soit R une relation a�ne. Pour tout i > 0 et pour tout x ∈ D(Ri+1), il existe x′ ∈ D(Ri)
tel que (x, x′) ∈ R.

Démonstration :

Considérons x ∈ D(Ri+1). Il existe alors y ∈ Qm
tel que (x, y) ∈ Ri+1

. Soit x′ ∈ Qm

tel que (x, x′) ∈ R et (x′, y) ∈ Ri
. On déduit de (x′, y) ∈ Ri

que x′ ∈ D(Ri). �

On peut alors montrer que la suite (V (Ri))i>0 est 
roissante.

Lemme 8.27

Soit R une relation binaire a�ne. La suite (V (Ri))i>0 est 
roissante et stationnaire.

Démonstration :

Montrons que pour tout i > 0, on a V (Ri) ⊆ V (Ri+1). On peut supposer que Ri+1

est non vide 
ar sinon V (Ri+1) = Qm
et l'in
lusion est véri�ée. Considérons alors x ∈

D(Ri+1). D'après le lemme 8.26, il existe x′ ∈ D(Ri) tel que (x, x′) ∈ R. De l'in
lusion

{y ∈ Qm; (x′, y) ∈ Ri} ⊆ {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri+1}, on déduit V (Ri) ⊆ V (Ri+1). On a

don
 prouvé que (V (Ri))i>0 est une suite 
roissante d'espa
es ve
toriels. Cette suite est

don
 stationnaire. �

Dé�nition 8.28

La dire
tion limite d'une relation a�ne R est l'espa
e ve
toriel noté V (R∞) et dé�ni par
V (R∞) =

⋃

i>0 V (Ri).

Le 
al
ul de V (R∞) peut sembler plus 
ompliqué que 
elui de D(R∞) 
ar la suite

V (R∞) n'est pas né
essairement stri
tement 
roissante avant de devenir stationnaire 
omme

le montre l'exemple 8.29.

Exemple 8.29

La relation a�ne R sur Q dé�nie par R = {(0, 1)} véri�e V (R0) = V (R1) = {0} et

pourtant V (R2) = Q 6= {0}.

Cependant, on va montrer que si le domaine de dé�nition limite de R est non vide

alors, la suite (V (Ri))i>0 est bien stri
tement 
roissante avant de devenir stationnaire. On


ommen
e par montrer le lemme suivant.

Lemme 8.30

Soit R une relation a�ne. Pour tout x ∈ D(R∞), il existe x′ ∈ D(R∞) tel que (x, x′) ∈ R.
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Démonstration :

D'après le lemme 8.20, il existe i0 > 0 tel que D(Ri0) = D(R∞). Considérons x ∈
D(R∞). De D(Ri0+1) = D(R∞), on déduit x ∈ D(Ri0+1). D'après le lemme 8.26, il existe

x′ ∈ D(Ri0) = D(R∞) tel que (x, x′) ∈ R. �

Lemme 8.31

Soit R une relation a�ne dont le domaine de dé�nition limite D(R∞) 6= ∅ est non-vide.
Pour tout indi
e i0 > 0 tel que V (Ri0+1) = V (Ri0), on a V (Ri) = V (Ri0) pour tout i > i0.

Démonstration :

Considérons un indi
e i0 > 0 tel que V (Ri0+1) = V (Ri0). Il su�t de montrer que l'on

a alors V (Ri0+2) = V (Ri0+1). Or, d'après le lemme 8.27, on a V (Ri0+1) ⊆ V (Ri0+2). Il
su�t don
 de montrer l'in
lusion ré
iproque. Considérons alors x ∈ D(R∞). D'après le

lemme 8.30, il existe x′ ∈ D(R∞) tel que (x, x′) ∈ R. De l'in
lusion {y ∈ Qm; (x′, y) ∈
Ri0} ⊆ {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri0+1} et de l'égalité V (Ri0+1) = V (Ri0), on déduit l'égalité

{y ∈ Qm; (x′, y) ∈ Ri0} = {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri0+1}. Considérons alors y ∈ Qm
tel

que (x, y) ∈ Ri0+2
. Soit y′ ∈ Qm

tel que (x, y′) ∈ Ri0+1
et (y′, y) ∈ R. De l'égalité {y ∈

Qm; (x′, y) ∈ Ri0} = {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri0+1}, on déduit (x′, y′) ∈ Ri0
. D'où (x′, y) ∈

Ri0+1
. On a don
 prouvé l'in
lusion {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri0+2} ⊆ {y ∈ Qm; (x′, y) ∈

Ri0+1}. En prenant le ve
torialisé de 
ette in
lusion, on déduit V (Ri0+2) ⊆ V (Ri0+1).
�

La proposition suivante montre que (V (Ri))i>0 est stationnaire à partir de i = m+ 1.

Proposition 8.32

Pour toute relation a�ne R, on a V (R∞) = V (Rm+1).

Démonstration :

Remarquons que si D(R∞) = ∅, la proposition montre que D(Rm+1) = ∅. De

Rm+1 = ∅, on déduit V (R∞) = Qm = V (Rm+1). On peut don
 supposer que D(R∞) 6= ∅.
Considérons le premier indi
e i0 > 0 tel que V (Ri0+1) = V (Ri0). D'après le lemme 8.31, on

a V (R∞) = V (Ri) pour tout i > i0. Il su�t don
 de prouver que i0 6 m+1. Comme pour

tout i ∈ {0, . . . , i0 − 1}, on a V (Ri) ( V (Ri+1), on déduit dim(V (Ri)) > dim(V (Ri+1)).
Ainsi, dim(V (Ri0)) > i0. Comme dim(V (Ri0)) 6 m, on déduit i0 6 m. �

Ainsi, il su�t de 
al
uler V (Rm+1) pour obtenir V (R∞).

Corollaire 8.33

La dire
tion limite d'une relation a�ne est 
al
ulable en temps polynomial.

Démonstration :

Considérons une relation a�ne R donnée par sa représentation 
anonique ρ(R). On
peut 
al
uler en temps polynomial la représentation 
anonique ρ(Rm+1). Si Rm+1 = ∅,
alors V (Rm+1) = Qm

est 
al
ulable en temps polyn�mial. Dans le 
as où Rm+1 6= ∅, on a

ρ(Rm+1) = (a,M). Comme a = (x0, x
′
0) ∈ Rm+1

, on déduit x0 ∈ D(Rm+1). L'espa
e a�ne
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Rm+1∩({x0}×Qm) est alors 
al
ulable en temps polyn�mial. Considérons la fon
tion a�ne

f : Qm×Qm → Qm
dé�nie par f(x, x′) = x′. Comme V (Rm+1) = f(Rm+1∩({x0}×Qm)),

on a prouvé que V (R∞) = V (Rm+1) est 
al
ulable en temps polyn�mial. �

8.4.1.3 Fon
tion a�ne asso
iée

On peut alors montrer que les itérées d'une relation a�ne 
orrespondent en fait aux

itérées d'une fon
tion a�ne 
al
ulable en temps polyn�mial.

Proposition 8.34

Pour toute relation a�ne R, il existe une fon
tion a�ne f : Qm → Qm

al
ulable en temps

polyn�mial telle que pour tout i > 0, on a f(D(Ri+1)) ⊆ D(Ri) et on a aussi :

Ri = {(x, x′); x ∈ D(Ri); x′ ∈ f i(x) + V (Ri)}

Démonstration :

On 
ommen
e par montrer l'existen
e d'une fon
tion a�ne f : Qm → Qm
telle que

f(D(Ri+1)) ⊆ D(Ri) et telle que (x, f(x)) ∈ R pour tout x ∈ D(R). Comme la suite

D(R∞) = D(Rm+1) ⊆ D(Rm) ⊆ · · · ⊆ D(R0) = Qm
est dé
roissante, on peut 
onstruire

en temps polynomial une suite (Bi)06i6m+1 de parties de D(Ri) telle que pour tout i ∈
{0, . . . ,m+ 1}, la partie Bm+1 ∪ · · · ∪Bi est une base de l'espa
e a�ne D(Ri). Pour tout
x ∈ Bi+1, d'après le lemme 8.26, il existe g(x) ∈ D(Ri) tel que (x, g(x)) ∈ R. Pour tout
x ∈ B0, on pose g(x) = x. Comme

⋃m+1
i=0 Bi est une base de l'espa
e a�ne D(R0) = Qm

,

il existe une unique fon
tion a�ne f : Qm → Qm
telle que pour tout x ∈ ⋃m+1

i=0 D(Ri),
on a f(x) = g(x). Remarquons que par 
onstru
tion, pour tout i > 0, on a f(D(Ri+1)) ⊆
D(Ri). Montrons que pour tout x ∈ D(R), on a (x, f(x)) ∈ R. Considérons x ∈ D(R).

omme B =

⋃m+1
j=1 Bj est une base de D(R) et que x ∈ D(R), il existe une suite (qy)y∈B

de rationnels telle que

∑

y∈B qy = 1 et x =
∑

y∈B qy.y. Comme R est un espa
e a�ne et

que pour tout y ∈ B, on a (y, f(y)) ∈ R, on déduit (x, f(x)) =
∑

y∈B qy.(y, f(y)) ∈ R.Une
ré
urren
e sur i > 0 montre alors que pour tout x ∈ D(Ri), on a (x, f i(x)) ∈ Ri

. On

déduit de f i(x) ∈ {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri} que {y ∈ Qm; (x, y) ∈ Ri} = f i(x) + V (Ri). On
a don
 prouvé le lemme. �

8.4.2 Un algorithme polyn�mial pour 
al
uler l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une

relation a�ne

On 
ommen
e par étudier la relation saff(R∗) quand R 
orrespond à une fon
tion. De


e 
as parti
ulier et de la proposition 8.34, on 
ara
térise saff(R∗) dans le 
as général et

on prouve en parti
ulier l'égalité saff∗(R) = saff(R∗). On obtient ainsi un algorithme de


al
ul de saff∗(R) pour une relation a�ne R en temps polyn�mial en la taille de R et la

taille de saff∗(R).

On 
ommen
e par prouver deux lemmes te
hniques qui nous servirons à prouver la

proposition 8.37. On note Cp
n = n!p!

(n−p)! .
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Lemme 8.35

Soient m > 1 et I ⊆ {m, . . . ,∞} une partie in�nie. Il existe une partie �nie P ⊆ I × I et

une suite (qp)p∈P de Q telles que :

∑

(i,i′)∈P

q(i,i′).(C
k
i − Ck′

i ) =

{

1 pour k = 1

0 pour tout k ∈ {2, . . . ,m}

Démonstration :

On va montrer que l'espa
e ve
toriel V engendré par la partie {(Ck
i −Ck

i′)16k6m; i, i′ ∈
I} est égal à Qm

. Supposons par l'absurde que V 6= Qm
. Dans 
e 
as, il existe une suite

(ck)16k6α−1 de rationnels non tous nuls telle que pour tout i, i′ ∈ I, on a

∑m
k=1 ck.(C

k
i −

Ck
i′) = 0 Considérons les polyn�mes Pk(X) = 1

k! .X.(X − 1) . . . (X − k + 1) pour k > 0 et

le polyn�me P dé�ni par P (X) =
∑m

k=1 ck.Pk(X). Pour tout i, i′ ∈ I, on a P (i)− P (i′) =
∑m

k=1 ck.(C
k
i − Ck

i′) = 0. Ainsi, le polyn�me P (X) − P (i).P0(X) admet une in�nité de

ra
ines i′ distin
tes. Ce polyn�me est don
 nul. Comme la famille (Pk)k>0 est libre dans

l'espa
e ve
toriel Q[X], on a ck = 0 pour tout k, 
e qui est absurde. On a don
 montré que

V = Qm
. En parti
ulier, on a (1, 0, . . . , 0) ∈ V et par dé�nition de V , il existe une partie

�nie P ⊆ I × I et une suite (qp)p∈P véri�ant le lemme. �

Lemme 8.36 ([AF88℄)

Soient P1, ..., Pn une suite �nie de polyn�mes de Q[X] deux à deux premiers entre eux et

l : V → V une fon
tion linéaire. Les espa
es ve
toriels ker(P1(l)), ..., ker(Pn(l)) sont en

somme dire
te et on a :

ker((P1. . . . .Pn)(l)) = ker(P1(l))⊕ · · · ⊕ ker(Pn(l))

De plus, pour tout v ∈ V , on peut 
al
uler en temps polyn�mial une suite (vi)16i6n de

ker(Pi(l)) telle que v =
∑n

i=1 vi.

Démonstration :

On donne la preuve de 
e lemme pour éviter au le
teur la le
ture de di�érentes parties

de [AF88℄.

Pour montrer que les espa
es ve
toriels ker(P1(l)), ..., ker(Pn(l)) sont en somme dire
te,

il su�t de montrer que pour toute somme nulle

∑n
i=1 vi =

−→
0 ave
 vi ∈ ker(Pi(l)), on a

vi =
−→
0 pour tout i. Comme Pi est premier ave
 P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn, il existe deux poly-

n�mes Qi et Q
′
i tels que Qi.Pi +Q′

i.P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn = 1. De vi = −(v1 + · · ·+ vi−1 +
vi+1 + · · · + vn), on déduit vi = Qi(l) ◦ Pi(l)(vi) + (Q′

i.P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn)(l)(−(v1 +

· · · + vi−1 + vi+1 + · · · + vn)) =
−→
0 +

−→
0 =

−→
0 . On a don
 bien prouvé que les es-

pa
es ve
toriels ker(P1(l)), ..., ker(Pn(l)) sont en somme dire
te. Montrons alors l'égalité

ker((P1. . . . .Pn)(l)) = ker(P1(l))⊕· · ·⊕ker(Pn(l)) Comme ker(Pi(l)) ⊆ ker((P1. . . . .Pn)(l)),
on a l'in
lusion ker(P1(l))⊕ · · · ⊕ ker(Pn(l)) ⊆ ker((P1. . . . .Pn)(l)). Il su�t don
 de prou-

ver l'in
lusion ré
iproque. Considérons v ∈ ker((P1. . . . .Pn)(l)). Comme les polyn�mes

P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn sont premiers entre eux, il existe une suite de polyn�mes (Q′′
i )16i6n
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de Q[X] (
al
ulable en temps polyn�mial par l'algorithme d'Eu
lide) telle que

1 =

n
∑

i=1

Q′′
i .P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn

Notons alors vi = (Q′′
i .P1 . . . Pi−1.Pi+1 . . . Pn)(l)(v). Comme v ∈ ker(P1 . . . Pn(l)), on a

Pi(l)(vi) =
−→
0 et don
 vi ∈ ker(Pi(l)). De plus v =

∑n
i=1 vi. �

De la proposition suivante, on peut déduire un algorithme de 
al
ul de l'enveloppe

semi-a�ne de l'itérée d'une fon
tion a�ne.

Proposition 8.37

Soient f : D → D une fon
tion a�ne dé�nie sur un espa
e a�ne non vide D et R =
{(x, f(x); x ∈ D} la relation a�ne asso
iée à f . Il existe un espa
e ve
toriel W 
al
ulable

en temps polyn�mial tel que :

�

−→
f (W ) = W ,

� {Rm+1+r +{−→0 }×W ; r > 0} est un ensemble �ni d'au plus (4.m)2.m
relations a�nes

de taille polynomiale en la taille de R, et
� saff

(
⋃∞

i>m+1Ri
)

=
⋃

r>0Rm+1+r + {−→0 } ×W .

Démonstration :

On note l :
−→
D → −→D , le linéarisé de la fon
tion a�ne f : D → D. Rappelons que

la suite des polyn�mes 
y
lotomiques (φi)i>1 est 
ara
térisée par l'égalité suivante, vraie

pour tout n > 1 :

Xn − 1 =
∏

i|n

φi(X)

Rappelons aussi qu'en temps polyn�mial, on peut 
al
uler le polyn�me 
ara
téristique de

l noté Pl(X) ∈ Q[X]. On a alors Pl(l) = 0 ([AF88℄). Rappelons en�n ([Boi98℄, [Knu69℄)

qu'en temps polynomial on peut 
al
uler une partie �nie J0 ⊆ N∗
, une suite (αj)j∈J0 de

N∗
, un entier r0 > 0 et un polyn�me P∞ tels que :

� Pl = Xr0 .P∞.
∏

j∈J0
φ

αj

j , et

� les polyn�mes X, P∞ et φi pour tout i > 1 sont premiers entre eux.

Posons J = J0 ∪ {1} et 
onsidérons le polyn�me P = Xm.P∞.
∏

j∈J φ
m
j . Montrons que le

polyn�me Pl divise le polyn�me P . Comme Pl est de degré dim(
−→
D) 6 m, on a r0 6 m

et pour tout j ∈ J0, on a αj 6 m. Ainsi, les polyn�mes Xm
, P∞ et (φm

j )j∈J0 divisent P .
Comme 
es polyn�mes sont deux à deux premiers entre eux, on a prouvé que Pl divise P .

En parti
ulier, on a P (l) = 0 et le lemme 8.36 prouve alors que

−→
D = ker(lm) ⊕

ker(P∞(l)) ⊕j∈J ker(φm
j (l)). On note V0 = ker(lm), V∞ = ker(P∞(l)) et pour tout j ∈ J ,

on note Vj = ker(φm
j (l)). Remarquons que 
es espa
es ve
toriels sont 
al
ulables en temps

polynomial. De plus, 
omme l laisse stable 
es espa
es, on peut 
onsidérer les restri
tions

l0 : V0 → V0, l∞ : V∞ → V∞ et lj : Vj → Vj de l à 
es espa
es.

On note [k]i le reste de la division eu
lidienne de k par i pour i > 1.

On pose ∆ = pp
m(J) le plus petit 
ommun diviseur des entiers de J . Remarquons

que ∆ est 
al
ulable en temps polyn�mial par un algorithme d'Eu
lide. Montrons que
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∆ 6 (4.m)2.m
. D'après [Boi98℄, on a max(J) 6 210.( m

48)
ln(11)
ln(10) 6 (4.m)2. Ainsi, 
omme

card(J) 6 m+ 1 et que 1 ∈ J , on a ∆ = pp
m(J) 6
∏

j∈J j 6 (4.m)2.m
.

On a dé
omposé le reste de la preuve en plusieurs étapes 
orrespondant à des lemmes qui

ne peuvent être sortis de la preuve 
ar ils utilisent des notations introduites pré
édemment.

1ère étape : on montre qu'il existe d1 ∈ D et x1 ∈ V1 
al
ulable en temps polyn�mial tels

que x1 = f(d1)−d1. On 
ommen
e par montrer que l'on peut 
onstruire en temps polyn�-

mial un ve
teur d ∈ D. Comme la représentation de D est ρ(D) = (d,MD) alors d ∈ D et

d a une taille polynomial. On note J ′ = J\{1}. On 
onsidère alors V = V0⊕V∞⊕j′∈J ′ Vj′ .

D'après le lemme 8.36, on a

−→
D = V ⊕V1. Ainsi, on peut 
al
uler en temps polynomial v ∈ V

et x1 ∈ V1 tels que f(d)− d = v + x1. Comme l laisse stable V , on peut 
onsidérer la res-

tri
tion de l à V notée lV : V → V . Comme les polyn�mes (X − 1) et Xm.P∞.
∑

j′∈J ′ φ
αj′

j′

sont premiers entre eux, la fon
tion (X − 1)(lV ) est inje
tive et don
 bije
tive. Ainsi, on

peut 
al
uler en temps polynomial un ve
teur v′ ∈ V tel que l(v′) − v′ = v. Le ve
teur

d1 = d − v′ véri�e alors f(d1) − d1 = f(d) − d + v′ − l(v′) = x1. Comme x1 ∈ V1, on a

prouvé l'étape.

Notation : notons W l'espa
e ve
toriel dé�ni par :

W = V∞ +
∑

j∈J

φj(l)(Vj) + Q.x1

Remarquons que 
et espa
e ve
toriel est 
al
ulable en temps polynomial.

2ème étape : montrons que l(W ) = W .

Considérons w ∈W . Il existe alors v∞ ∈ V∞, (vj)j∈J dans Vj et t ∈ Q tels que w = v∞ +
∑

j∈J φj(l)(vj)+t.x1. On a alors l(w) = l∞(v∞)+
∑

j∈J φj(l)(lj(vj))+t.(l1(x1)−x1)+t.x1.

Comme l1(x1)− x1 = φ1(l1)(x1) ∈ W , on a prouvé que l(W ) ⊆ W . En�n, 
omme les po-

lyn�mes Xr
et P∞.

∏

j∈J φ
m
j sont premiers entre eux, la restri
tion de l à W est inje
tive

et don
 bije
tive. On a don
 l(W ) = W .

3ème étape : pour tout r > 0, pour tout v0 ∈ V0, pour tout v∞ ∈ V∞ et pour tout (vj)j∈J

dans Vj , on a :

fm+1+r(d1 + v0 + v∞ +
∑

j∈J

vv) = d1 + lm+1+r
∞ (v∞) +

∑

j∈J

lm+1+r
j (vj) +

m+1+r
∑

k=0

lk1(x1)

Cette égalité provient simplement de lm0 (v0) = 0.

4ème étape : on montre que pour tout i > 0, pour tout j ∈ J et pour tout vj ∈ Vj , on a :

lij(vj) ∈ l[i]jj (vj) + φj(lj)(Vj) (8.1)

Notons q le quotient de la division eu
lidienne de i par j. On a alors i = q.j+[i]j. De l'égalité

lij(vj) = l
[i]j
j (vj)+(Xj−1)(lj)(

∑q−1
k=0 l

k.j+[i]j
j (vj)), on déduit lij(vj) ∈ l[i]jj +(Xj−1)(lj)(Vj).
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Comme φj divise X
j−1, il existe un polyn�me Q tel que Xj−1 = φj .Q. On a don
 prouvé

que lij(vj) ∈ l[i]jj + (Xj − 1)(lj)(Vj) ⊆ l[i]jj + φj(lj)(Vj). On a don
 prouvé l'in
lusion (8.1).

5ème étape : on montre que pour tout r > 0, pour tout v0 ∈ V0, pour tout v1 ∈ V∞, pour

tout (vj)j∈J dans Vj , on a :

fm+1+r(d1 + v0 + v∞ +
∑

j∈J

vj) +W = d1 +
∑

j∈J

l[m+1+r]j(vj) +W (8.2)

Il su�t d'appliquer l'in
lusion (8.1) à 
haque terme lm+1+r(vj) en remarquant que φj(lj)(Vj) ⊆
W .

6ème étape : pour tout i > 0 et pour tout r > 0, on a

Rm+1+r+∆ + {−→0 } ×W = Rm+1+r + {−→0 } ×W (8.3)

C'est une 
onséquen
e immédiate de l'égalité (8.2).

7ème étape : pour tout r > 0, la relation Rm+1+r + {−→0 } ×W a une taille polynomiale

en la taille de R. C'est aussi une 
onséquen
e immédiate de l'égalité (8.2).

8ème étape : pour tout r > 0, on a l'in
lusion suivante :

saff

(

∞
⋃

i=m+1

Ri

)

⊆
∆−1
⋃

r=0

Rm+1+r + {−→0 } ×W (8.4)

Pour tout r > 0 et pour tout i > 0, on a Rm+1+r+i.∆ ⊆ Rm+1+r+i.∆ + {−→0 } × W =

Rm+1+r + {−→0 } ×W . Ainsi,

⋃∞
i>0Rm+1+r+i.∆ ⊆ Rm+1+r + {−→0 } ×W . Par minimalité de

l'enveloppe semi-a�ne, on déduit l'in
lusion saff(
⋃∞

i>0Rm+1+r+i.∆) ⊆ Rm+1+r+{−→0 }×W .

On obtient ainsi l'in
lusion (8.4).

9 ème étape : on montre l'in
lusion ré
iproque de (8.4) :

∆−1
⋃

r=0

Rm+1+r + {−→0 } ×W ⊆ saff

(

∞
⋃

i=m+1

Ri

)

(8.5)

Considérons r > 0, notons S le semi-a�ne S = saff(
⋃∞

i>0Rm+1+r+i.∆) et r′ l'entier r′ =

m + 1 + r. Pour tout i > 0, on a Rr′+i.∆ ⊆ S. La proposition 3.16 montre qu'il existe

une 
omposante a�ne Rr ∈ comp(S) telle que Rr′+i.∆ ⊆ Rr. Comme l'ensemble des


omposantes de S est �ni, il existe une 
omposante Rr telle que l'ensemble I = {i >

0; Rr′+i.∆ ⊆ Rr} soit in�ni. On va prouver que la dire
tion V (Rr) 
ontientW en prouvant

que les espa
es ve
toriels φj(l)(Vj) pour j ∈ J , V∞ et Q.x1 sont in
lus dans V (Rr).

Montrons que φj(l)(Vj) ⊆ V (Rr). Remarquons que si m < 2 alors φj(l)(Vj) = {−→0 } et
l'in
lusion est évidente. On peut don
 supposer que m > 2. Pour tout i, i′ ∈ I, pour tout
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j ∈ J et pour tout vj ∈ Vj , on a :

V (Rr) ∋ (f r′+i.∆(d1 + vj)− f r′+i′.∆(d1 + vj))− (f r′+i.∆(d1)− f r′+i′.∆(d1))

= lr
′+i.∆

j (vj)− lr
′+i′.∆

1 (vj) ∈ V (Rr)

Remarquons que pour k > m, le polyn�me φm
j divise (X∆ − 1)k

, ainsi pour tout k > m,

on a (X∆ − 1)k(lj) = 0. On a don
 pour i > m− 1 :

lr
′+i.∆

j (vj) = ((1 + (X∆ − 1))i.Xr′)(lj)(vj)

=
m−1
∑

k=0

Ck
i (X∆ − 1)k(lj)(l

r′

1 (vj))

Pour tout i, i′ ∈ I tels que i, i′ > m− 1 et pour tout vj ∈ Vj , on a don
 :

m−1
∑

k=1

(Ck
i − Ck

i′).(X
∆ − 1)k(lj)(l

r′

j (vj)) ∈ V (Rr)

En appliquant le lemme 8.35, on obtient alors (X∆ − 1)(lj)(l
r′

j (Vj)) ⊆ V (Rr). Comme les

polyn�mes Xr′
et φm

j sont premiers entre eux, le lemme 8.36 montre que la fon
tion linéaire

lr
′

j est inje
tive et don
 bije
tive. En parti
ulier, on a lr
′

j (Vj) = Vj . On a don
 prouvé

l'in
lusion (X∆ − 1)(lj)(Vj) ⊆ V (Rr). Posons J
′ = J\{j}. Comme X∆ − 1 = φjQ où

Q =
∏

j′∈J ′ φj′ , les polyn�mes Q et φj sont premiers entre eux. Le lemme 8.36 montre que

la fon
tion Q(lj) est inje
tive et don
 bije
tive. Ainsi (X
∆−1)(lj)(Vj) = φj(lj)◦Q(lj)(Vj) =

φj(lj)(Vj). On don
 bien prouvé que φj(l)(Vj) = φj(lj)(Vj) ⊆ V (Rr).
Montrons que V∞ ⊆ V (Rr). Pour tout 
ouple i, i

′ ∈ I et pour tout v∞ ∈ V∞, on a :

f r′+i.∆(d1 + v∞)− f r′+i′.∆(d1 + v∞) ∈ V (Rr)

f r′+i.∆(d1)− f r′+i′.∆(d1) ∈ V (Rr)

En prenant la di�éren
e de 
es deux éléments de V (Rr), on déduit :

lr
′+i.∆

∞ (v∞)− lr′+i′.∆
∞ (v∞) ∈ V (Rr)

Comme I est in�ni, il 
ontient au moins deux éléments distin
ts notés i > i′. Comme les

polyn�mes P∞ et Xr′+i.∆ −Xr′+i′.∆ = Xr′+i′.∆.(X(i−i′).∆ − 1) = Xr′+i′.∆.
∏

k|((i−i′).∆) φk

sont premiers entre eux, le lemme 8.36 montre que la fon
tion linéaire lr
′+i.∆

∞ − lr′+i′.∆
∞ est

inje
tive et don
 bije
tive. On a don
 V∞ = (lr
′+i.∆

∞ − lr′+i′.∆
∞ )(V∞) ⊆ V (Rr).

Montrons maintenant que Q.x1 ⊆ V (Rr). Soit i > i′ dans I. On a :

f r′+i.∆(d1)− f r′+i′.∆(d1) ∈ V (Rr)

Ainsi,

∑r′+i.∆−1
k=r′+i′.∆ l

k
1(x1) ∈ V (Rr). De φ1(l1)(V1) ⊆ V (Rr), on déduit en utilisant l'égalité

(8.1) que (i− i′).∆.x1 ∈ V (Rr). D'où Q.x1 ⊆ V (Rr).
On a don
 bien prouvé que W ⊆ V (Rr). Considérons alors un indi
e i ∈ I. De

Rr′+i.∆ ⊆ Rr et W ⊆ V (Rr), on déduit Rr′+i.∆ + {−→0 } ×W ⊆ Rr. L'égalité (8.3) montre
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que Rr′+i.∆ + {−→0 } ×W = Rm+1+r + {−→0 } ×W . On a don
 prouvé que pour tout r > 0,

on a Rm+1+r + {−→0 } ×W ⊆ saff(
⋃∞

i>0Rm+1+r+i.∆). On a don
 prouvé l'in
lusion (8.5).

10 ètape (�nale) : en utilisant les in
lusions (8.4) et (8.5), on déduit l'égalité suivante :

saff(

∞
⋃

i=m+1

Ri) =

∆−1
⋃

r=0

Rm+1+r + {−→0 } ×W

�

Rappelons que l'obje
tif de 
ette sous-se
tion est de donner un algorithme pour 
al
uler

l'enveloppe semi-a�ne d'une relation a�ne. On doit don
 généraliser le lemme pré
édent à

des relations a�nes R qui ne sont pas né
essairement des fon
tions a�nes. On 
ommen
e

par prouver les deux lemmes suivants.

Lemme 8.38

Soient R ⊆ R′
deux relations a�nes telles que D(R′) ⊆ D(R) et V (R′) ⊆ V (R′). Alors

R = R′
.

Démonstration :

Considérons (x, y) ∈ R′
. On a alors x ∈ D(R′) ⊆ D(R). Ainsi, il existe y′ ∈ Qm

tel

que (x, y′) ∈ R. Comme R ⊆ R′
, on a (x, y′) ∈ R′

. Comme (x, y) et (x, y′) sont dans R′
,

on a y − y′ ∈ V (R′). De V (R′) ⊆ V (R), on déduit y − y′ ∈ V (R). Comme (x, y′) ∈ R et

y − y′ ∈ V (R), on a (x, y) = (x, y′) + (
−→
0 , y′ − y) ∈ R. On a don
 prouvé que R′ ⊆ R.

�

Lemme 8.39

Soient R et R′
deux relations binaires sur Qm

et W une partie de Qm
. On a les deux

égalités suivantes :

R.(R′ + ({−→0 } ×W )) = (R.R′) + ({−→0 } ×W )

(R+ (W × {−→0 })).R′ = (R.R′) + (W × {−→0 })

Démonstration :

Considérons (x, y′) ∈ R.(R′ + ({−→0 }×W )). Il existe alors y ∈ Qm
telle que (x, y) ∈ R

et (y, y′) ∈ R′ + ({−→0 } ×W ). Ainsi, il existe y′0 ∈ Qm
et w ∈ W tels que (y, y′0) ∈ R′

et y′ = y′0 + w. On a don
 (x, y′0) ∈ R.R′
. De (x, y′) = (x, y′0) + (

−→
0 , w), on déduit

(x, y′) ∈ (R.R′)+({−→0 }×W ). Ré
iproquement, 
onsidérons (x, y′) ∈ (R.R′)+({−→0 }×W ).
Il existe alors y′0 ∈ Qm

et w ∈ W tels que (x, y′0) ∈ R.R′
et y′ = y′0 + w. Soit y ∈ Qm

tel que (x, y) ∈ R et (y, y′0) ∈ R′
. De (y, y′) = (y, y′0) + (

−→
0 , w), on déduit (x, y′) ∈

R.(R′+({−→0 }×W )). On a don
 prouvé l'égalitéR.(R′+({−→0 }×W )) = (R.R′)+({−→0 }×W ).
En prenant l'inverse de 
ette égalité, on déduit alors la deuxième égalité du lemme. �

On peut alors prouver la proposition suivante qui aura 
omme 
orollaire le 
al
ul en

temps polyn�mial de la relation saff∗(R).
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Proposition 8.40

On a saff∗(R) = saff(R∗) pour toute relation a�ne R. De plus, on peut 
al
uler en

temps polyn�mial une relation a�ne R0 qui 
ommute ave
 R et telle que l'ensemble C =
{Rr.R0; r > 0} véri�e :

� le 
ardinal de C est borné par (4.m)2.m
,

� les relations a�nes de C ont une taille bornée polynomialement en la taille de R,
� les relations a�nes de C sont deux à deux in
omparables (pour ⊆),
� la relation R0.R0 est dans C, et
� saff(R∗) =

(
⋃m

i=0Ri
)

∪
(
⋃

R′∈C R′
)

.

Démonstration :

Remarquons que siD(R∞) = ∅ alorsRm+1 = ∅ et on a dans 
e 
as saff∗(R) =
⋃m

i=0Ri
.

L'espa
e a�ne R0 = ∅ 
onvient. On peut don
 supposer que D(R∞) 6= ∅. La proposition

8.34 montre l'existen
e d'une fon
tion a�ne f : Qm → Qm

al
ulable en temps polyn�mial

telle que pour tout i > 0, on a f(D(Ri+1)) ⊆ D(Ri) et on a :

Ri = {(x, x′); x ∈ D(Ri); x′ ∈ f i(x) + V (Ri)}

En parti
ulier, on a f(D(R∞)) ⊆ D(R∞) et on a pour tout i > m+ 1,

Ri = {(x, x′); x ∈ D(R∞); x′ ∈ f i(x) + V (R∞)}

Notons Rf la relation a�ne dé�nie par Rf = {(x, f(x)); x ∈ D(R∞)}. La proposition

8.37 montre l'existen
e d'un espa
e ve
toriel W ⊆ −−−−−→D(R∞) 
al
ulable en temps polynomial

tel que

−→
f (W ) = W et tel que {Rm+1+r

f + {−→0 } ×W ; r > 0} 
ontient au plus (4.m)2.m

espa
es a�nes de taille polynomiale en la taille de Rf et tel que :

saff





∞
⋃

j>m+1

Rj
f



 =
⋃

r>0

Rm+1+r
f + {−→0 } ×W

On a alors :

saff(R∗) =

(

m
⋃

i=0

Ri

)

∪ saff

(

∞
⋃

i=m+1

{(x, x′); x ∈ D(R∞); x′ ∈ f i(x) + V (R∞)}
)

=

(

m
⋃

i=0

Ri

)

∪
(

saff

(

∞
⋃

i=m+1

Ri
f

)

+ {−→0 } × V (R∞)

)

=

(

m
⋃

i=0

Ri

)

∪









⋃

r>0

Rm+1+r
f + {0} ×W



+ {−→0 } × V (R∞)





=

(

m
⋃

i=0

Ri

)

∪





⋃

r>0

Rm+1+r + {−→0 } ×W





Montrons que pour tout i > 0 on a :

Ri + {−→0 } ×W = Ri +W ×W = Ri +W × {−→0 } (8.6)
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Comme Ri + {−→0 } × W et Ri + W × {−→0 } sont deux relations a�nes in
luses dans

Ri +W ×W , il su�t de prouver les deux in
lusions ré
iproques. Considérons alors (x, y) ∈
Ri +W ×W . Soient (w,w′) ∈ W ×W et (x′, y′) ∈ Ri

tels que (x, y) = (x′, y′) + (w,w′).
Comme (x′, y′) ∈ Ri

, il existe v ∈ V (Ri) tel que y′ = f i(x′) + v. On a alors (x, y) =

(x′ + w, f i(x′) + v + w′). Commençons par montrer que (x, y) ∈ Ri + {−→0 } ×W . Comme−→
f i(W ) ⊆ W , on a

−→
f i(w) ∈ W . De (x, y) = (x′ + w, f i(x′ + w)) + (

−→
0 , v + (w′ −

−→
f i(w))),

on déduit (x, y) ∈ Ri
f + {−→0 } × (V (Ri) + W ) = Ri + {−→0 } × W . Montrons alors que

(x, y) ∈ Ri + W × {−→0 }. Comme

−→
f i(W ) = W , il existe w′′ ∈ W tel que

−→
f i(w′′) = w′

.

De (x, y) = (x′ + w′′, f i(x′ + w′′)) + (w′ − w′′, v), on déduit (x, y) ∈ Ri
f +W × V (Ri) =

Ri +W × {−→0 }. On don
 bien prouvé l'égalité (8.6).

Posons R0 = Rm+1 + W × W . Cette relation a�ne est don
 
al
ulable en temps

polynomial. Le lemme 8.39 montre que Rr.R0 = Rr.(Rm+1 + {−→0 } ×W ) = Rm+1+r +

{−→0 } ×W . En parti
ulier, on a prouvé que C = {Rr.R0; r > 0} 
ontient au plus (4.m)2.m

relations a�nes de taille polynomiale en la taille de R. On a de plus l'égalité suivante :

saff(R∗) =

(

m
⋃

i=0

Ri

)

∪
(

⋃

R′∈C

R′

)

Montrons que R0 et R 
ommutent en appliquant plusieurs fois l'égalité (8.6) et le lemme

8.39. On a R0.R = (Rm+1 +W ×{−→0 }).R = Rm+1+1 +W ×{−→0 } = Rm+1+1+{−→0 }×W =

R.(Rm+1 + {−→0 } ×W ) = R.R0.

Montrons que R0.R0 = Rm+1.R0 en appliquant plusieurs fois l'égalité (8.6) et le lemme

8.39. On a R0.R0 = (Rm+1 + W × {−→0 }).(Rm+1 + {−→0 } × W ) = R2.m+2 + W × W =

R2m+2 + {−→0 } ×W = Rm+1.(Rm+1 + {−→0 } ×W ) = Rm+1.R0.

En parti
ulier, on a prouvé que saff(R∗).saff(R∗) ⊆ saff(R∗). Par minimalité de la

relation semi-a�ne étoile, et 
omme saff(R∗) ⊆ saff∗(R), on a prouvé l'égalité saff(R∗) =
saff∗(R).

Il reste don
 juste à prouver que les relations a�nes de C sont in
omparables. Supposons

que Rr.R0 ⊆ Rr′ .R0. Comme D(Rr.R0) = D(R∞) = D(Rr′ .R0) et que V (Rr.R0) =
V (R∞) + W = V (Rr′ .R0), le lemme 8.38 montre que Rr.R0 = Rr′ .R0. On a don
 bien

prouvé que les éléments de C sont in
omparables. �

De la pré
édente proposition, on déduit le théorème suivant.

Théorème 8.41

L'enveloppe semi-a�ne étoile saff∗(R) d'une relation a�ne R est 
al
ulable en temps

polyn�mial en la taille de R et la taille de saff∗(R). De plus, saff∗(R) est une union �nie

d'au plus (4.m+ 1)2.m
relations a�nes de taille polyn�miale en la taille de R.

Démonstration :

Considérons une relation a�ne R0 
al
ulable en temps polyn�mial véri�ant les hypo-

thèses de la proposition 8.40. On 
onsidère alors la suite (Ri)i>0 dé�nie par

Ri =





m
⋃

j=0

Rj



 ∪
(

i−1
⋃

r=0

Rr.R0

)
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La proposition 8.40 montre que la relation semi-a�neRi est 
al
ulable en temps polynomial

en R et en i. Considérons le premier indi
e i0 tel que Ri0+1 = Ri0 . D'après la proposition

8.40, un tel indi
e existe et on a alors saff∗(R) = Ri0 . Remarquons que si i0 = 0 alors

l'algorithme termine bien en temps polyn�mial. On peut don
 supposer que i0 > 1.

Montrons que les relations Rr.R0 pour r ∈ {0, . . . , i0 − 1} sont deux à deux in
ompa-

rables. S'il existe r, r′ tels que Rr.R0 ⊆ Rr′ .R0, la proposition 8.40 montre que l'on a alors

Rr.R0 = Rr′ .R0. Ainsi, par minimalité de i0, on a r = r′. On a don
 bien prouvé que les

relations Rr.R0 pour r ∈ {0, . . . , i0 − 1} sont deux à deux in
omparables.

Considérons C = {Rr.R0; r ∈ {0, . . . , i0 − 1}}.
Montrons que l'ensemble des 
omposantes a�nes de saff∗(R) 
ontient C. Comme saff∗(R) =

Ri0 , l'ensemble des 
omposantes de saff∗(R) est in
lus dans C′ = {Ri; 0 6 i 6 m} ∪ C.
Pour montrer que C est in
lus dans l'ensemble des 
omposantes a�nes de saff∗(R), on doit

don
 prouver que les éléments de C sont des relations a�nes maximales pour la relation

d'in
lusion dans C′. Comme les éléments de C sont deux à deux in
omparables, il su�t de

remarquer que l'on ne peut pas avoir Rr.R0 ⊆ Ri
pour i ∈ {0, . . . ,m}. En e�et, dans 
e


as, Rr−1 = Rr et par minimalité de i0, on a i0 6 max(0, r − 1) 
e qui 
ontredit r < i0.

Comme C est in
lus dans l'ensemble des 
omposantes a�nes de saff∗(R) et 
ontient

i0 relations a�nes, on déduit la majoration i0 6 card(comp(saff∗(R))). On a don
 prouvé

que la relation semi-a�ne étoile saff∗(R) = Ri0 est 
al
ulable en temps polyn�mial en la

taille de R et en la taille de saff∗(R). �

L'algorithme qu'on déduit du théorème 8.41 à été implémenté dans l'outil Fast. Le


al
ul de l'enveloppe semi-a�ne étoile a terminé sur les 40 exemples testés. Même si en

théorie la taille de saff∗(R) peut-être exponentielle en m, dans la pratique, pour des rela-

tions a�nes issues de systèmes à 
ompteurs, on n'a jamais ren
ontré 
ette explosion.

8.5 Enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-a�ne

On présente un semi-algorithme qui 
al
ule l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation

semi-a�ne quand il termine. Toutes les relations semi-a�nes testées dans la pratique ont

fait terminer l'algorithme. Cependant, prouver sa terminaison est un problème di�
ile de

type théorème de Burnside ([MS77℄, [MZ75℄ [Ja
78℄).

Dans la sous-se
tion 8.5.1, on présente 
e semi-algorithme et on prouve sa 
orre
tion.

Puis, dans la sous-se
tion 8.5.2, on montre sa terminaison pour une large 
lasse de systèmes

à 
ompteurs 
omprenant les réseaux de Petri/transfert ([Cia94℄, [DFS98℄) et les systèmes

broad
asts ([EN98℄, [Del00a℄, [Del01℄, [Del00b℄).

8.5.1 Un semi-algorithme

On montre dans 
ette sous-se
tion que le semi-algorithme 3 est 
orre
t et 
al
ule don


l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-a�ne lorsqu'il termine.

La proposition suivante prouve la 
orre
tion du semi-algorithme.
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Algorithme 3 Semi-algorithme de 
al
ul de l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation

semi-a�ne.

1: entrée : une relation semi-a�ne R0.

2: sortie : l'enveloppe semi-a�ne étoile de R0.

3:

4: R← ⋃

Ra∈comp(R0)
saff∗(Ra)

5: tant que R.R 6⊆ R faire

6: R ← ⋃

Ra,Rb∈comp(R) saff∗(Ra.Rb)
7: renvoyer R

Proposition 8.42

L'assertion I ∪R0 ⊆ R ⊆ saff∗(R0) est un invariant du semi-algorithme 3. En parti
ulier,

lorsqu'il termine, il renvoie bien l'enveloppe semi-a�ne étoile saff∗(R0).

Démonstration :

Pour montrer l'invariant R ⊆ saff∗(R0), il su�t de prouver que pour toute relation

semi-a�ne R ⊆ saff∗(R0), les deux relations semi-a�nes suivantes restent in
luses dans

saff∗(R0) :
{

⋃

Ra∈comp(R) saff∗(Ra)
⋃

Ra,Rb∈comp(R) saff∗(Ra.Rb)

Montrons la première in
lusion. Pour toute 
omposante a�ne Ra ∈ comp(R), on a Ra ⊆
R ⊆ saff∗(R0). Par minimalité de la 
ouverture semi-a�ne étoile, on a saff∗(Ra) ⊆
saff∗(R∗

0). L'in
lusion
⋃

Ra∈comp(R0) saff∗(Ra) ⊆ saff∗(R0) est don
 prouvée. Montrons

la deuxième in
lusion. Considérons deux 
omposantes a�ne Ra,Rb ∈ comp(R). Comme

Ra,Rb ⊆ R ⊆ saff∗(R0), on déduit Ra.Rb ⊆ saff∗(R0).saff∗(R0) ⊆ saff∗(R0). Par mini-

malité de l'enveloppe semi-a�ne, on a alors prouvé la deuxième in
lusion saff∗(Ra.Rb) ⊆
saff∗(R0). Ainsi, l'invariant R ⊆ saff∗(R) a été prouvé.

Pour montrer l'invariant I ∪ R0 ⊆ R, il su�t de remarquer que la suite des relations

semi-a�nes R, 
onstruite par l'algorithme, est 
roissante.

Comme à la ligne 7, on a R.R ⊆ R, la relation R est transitive. Comme de plus,

R0 ⊆ R, par minimalité de l'enveloppe semi-a�ne étoile, on a saff∗(R0) ⊆ R. L'invariant
R ⊆ saff∗(R0) prouve don
 qu'à la ligne 7, on a R = saff∗(R0). �

Prouver que le semi-algorithme 3 termine est un problème ouvert que l'on peut 
lasser

parmi les problèmes de type théorème de Burnside. En e�et, le lemme 8.43 montre que

l'on peut dé
ider la �nitude d'un monoïde engendré par un ensemble �ni de matri
es de

Mm(Q) en fon
tion de la stru
ture de l'enveloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-

a�ne (rappelons que la �nitude du monoïde engendré par un ensemble �ni de matri
es


arrées deMm(Q) est dé
idable ([MS77℄, [MZ75℄, [Ja
78℄).

Lemme 8.43

Soit F un ensemble �ni de matri
es 
arrées deMm(Q). Considérons la relation semi-a�ne

R0 =
⋃

M∈F {(x,M.x); x ∈ Qm}. Les 
omposantes a�nes de saff∗(R0) 
orrespondent à

des fon
tions a�nes si et seulement si le monoïde engendré par F est �ni.
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Démonstration :

On note MF le monoïde engendré par F . Pour toute matri
e M ∈ Mm(Q), on note

RM la relation a�ne sur Qm
dé�nie par RM = {(x,M.x); x ∈ Qm}.

Supposons que les 
omposantes a�nes de saff∗(R0) soient des fon
tions a�nes. Ainsi,

pour 
haque 
omposante a�ne R de saff∗(R0), il existe une matri
e MR et un ve
teur

vR tels que R = {(x,MR.x + vR); x ∈ D(R)}. On va montrer que MF ⊆ {MR; R ∈
comp(saff∗(R0))}. Considérons une matri
eM ∈MF . Il existe une suite �nie (Mi)16i6n de

F telle que M = M1 . . .Mn. Comme RMi
⊆ R0 ⊆ saff∗(R0), par transitivité de saff∗(R0),

on a aussi RM = RMn . . .RM1 ∈ saff∗(R0). La proposition 3.16, montre l'existen
e d'une


omposante a�ne R de saff∗(R0) telle que RM ⊆ R. On a alors M = MR. Comme

MF ⊆ {MR; R ∈ comp(saff∗(R0))}, on a prouvé que le monoïdeMF est �ni.

Ré
iproquement, supposons que le monoïdeMF soit �ni. Comme pour tout M ∈MF ,

on a RM ⊆ saff∗(R0), alors
⋃

M∈MF
RM ⊆ saff∗(R0). Prouvons l'in
lusion ré
iproque.

Comme

⋃

M∈MF
RM est une relation ré�exive et transitive 
ontenant R0, par minimalité

de l'enveloppe semi-a�ne étoile, saff∗(R0) =
⋃

M∈MF
RM . On a don
 prouvé l'égalité

saff∗(R0) =
⋃

M∈MF
RM . En parti
ulier, 
ela montre que les relations a�nes de saff∗(R0)

sont des fon
tions. �

Problème ouvert 8.44

Prouver la terminaison du semi-algorithme 3.

8.5.2 Cas des systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni

Dans 
ette sous-se
tion, on montre que l'algorithme 3 termine pour R0 = saff(RS)
où RS est la relation d'a

essibilité en une étape d'un système à 
ompteurs S à monoïde

�ni tel que saff(Da) = Qm
. On prouve ainsi que l'enveloppe semi-a�ne étoile de la rela-

tion d'a

essibilité d'un réseau de Petri reset/transfert ([Cia94℄, [DFS98℄) ou d'un système

broad
ast ([EN98℄, [Del00a℄, [Del01℄, [Del00b℄) est 
al
ulable.

On 
onsidère un système à 
ompteurs S à monoïde �ni tel que l'enveloppe semi-a�ne

de 
haque Da est égale à Qm
.

Remarque 8.45

Comme le montre la proposition 8.10, 
ette 
ondition est véri�ée par les 
los par le haut.

Cependant, elle n'est pas véri�ée pour les �tests-à-zéro�.

La 
ouverture semi-a�ne saff(RS) de la relation d'a

essibilité en une étape RS est

notée R. On note Ra = {(x,Ma.x + va); x ∈ Qm} pour tout a ∈ Σ. Pour un mot

σ = a1 . . . an de Σ∗
, on note Rσ = Ra1 . . .Ran .

On 
ommen
e par 
ara
tériser la relation semi-a�ne R dans le lemme suivant.

Lemme 8.46

On a R =
⋃

a∈ΣRa.

Démonstration :

Considérons la fon
tion a�ne ga : Qm → Qm×Qm
dé�nie par ga(x) = (x.Ma.x+ va).
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Comme RS =
⋃

a∈Σ ga(Da), on déduit du lemme 3.13 que saff(ga(Da)) = ga(saff(Da)).
Comme saff(Da) = Qm

, on a prouvé le lemme. �

On peut alors prouver qu'il su�t de 
al
uler la 
ouverture semi-a�ne de R∗
pour

obtenir l'enveloppe semi-a�ne étoile de R.

Proposition 8.47

On a saff∗(R) = saff(R∗).

Démonstration :

Pour tout M ∈MS , on dé�nit LM ⊆ Σ∗
et VM ⊆ Qm

par :

LM = {a1 . . . an; n > 0; Ma1 . . .Man = M}

VM = {
n
∑

i=1

Ma1 . . .Mai−1 .vai
; a1 . . . an ∈ LM}

Remarquons que R∗ =
⋃

M∈MS
{(x,M.x); x ∈ Qm}+ {−→0 } × VM . Ainsi, on a saff(R∗) =

⋃

M∈MS
{(x,M.x); x ∈ Qm} + {−→0 } × saff(VM ). Pour montrer que saff(R∗) = saff∗(R),

il su�t de prouver que saff(R∗) est ré�exive et transitive. Comme I ⊆ saff(R∗), il reste
don
 a montrer la transitivité. On a :

saff(R∗).saff(R∗)

=
⋃

M,M ′∈MS

( {(x,M.x); x ∈ Qm}
+{−→0 } × saff(VM )

)

.

( {(x,M ′.x); x ∈ Qm}
+{−→0 } × saff(VM ′)

)

=
⋃

M0∈MS

⋃

M,M ′ ∈MS

M ′.M = M0

( {(x,M0.x); x ∈ Qm}
+{−→0 } × (M ′.saff(VM ) + saff(VM ′))

)

=
⋃

M0∈MS





















{(x,M0.x); x ∈ Qm}

+{−→0 } ×

















⋃

M,M ′ ∈MS

M ′.M = M0

(

M ′.saff(VM ) + saff(VM ′)
)





































D'après les propositions 3.13 et 3.12, on a

⋃

M,M ′ ∈MS

M ′.M = M0

(

M ′.saff(VM ) + saff(VM ′)
)

= saff(
⋃

M,M ′ ∈MS

M ′.M = M0

saff(M ′.VM + VM ′)

Pour montrer l'in
lusion saff(R∗).saff(R∗) ⊆ saff(R∗), il su�t alors de prouver queM ′.VM+
VM ′ ⊆ VM0 . Pour 
ela, on 
onsidère v ∈ VM et v′ ∈ VM ′

. Par dé�nition de VM et

VM ′
, il existe un mot a1 . . . an dans LM et un mot a′1 . . . a

′
n′ dans LM ′

tels que v =



152 Enveloppe étoile d'une relation binaire

∑n
i=1Ma1 . . .Mai−1 .vai

et v′ =
∑n′

i=1Ma′
1
. . .Ma′

i−1
.va′

i
. CommeMa′

1
. . .Ma′

n′
.Ma1 . . .Man =

M ′.M = M0, on a prouvé que a
′
1 . . . a

′
n′ .a1 . . . an ∈ LM0 . On a alors VM0 ∋ (

∑n′

i=1Ma′
i
.va′

i
)+

M ′.
∑m

i=0Mai
.vai

= v′ + M ′.v. On a don
 bien prouvé l'in
lusion M ′.VM + VM ′ ⊆ VM0 .

Ainsi, on a prouvé la transitivité de saff(R∗). La proposition est don
 prouvée. �

Pour montrer que l'algorithme 3 termine, on va utiliser un automate dont les états

seront étiquetés par des matri
es du monoïdeMS .

Lemme 8.48

Soit A un automate �ni. Pour tout mot σ ∈ L(A), il existe une suite �nie (σi)16i6n de Σ∗

et une suite �nie (αi)16i6n de N telles que :

� σα1
1 . . . σαn

n ∈ L(A),
� σ et σα1

1 . . . σαn
n ont la même image de Parikh,

� max(|σi|) 6 card(Q), et
� n 6 1 + 2.card(Σ)1+card(Q)

Démonstration :

Considérons un mot σ ∈ L(A). Il existe alors un 
hemin a

eptant σ noté P . On note E
l'ensemble des 
y
les élémentaires de l'automate A. A tout triplet (p, c, s) où p = (Pi)06i6k

est une suite �nie de 
hemins, c = (Ci)16i6k est une suite �nie de 
y
les élémentaires, et à

s = (α)16i6k est une suite �nie de N∗
telles que P0.C

α1
1 .P1 . . . C

αk .Pk est un 
hemin de A
dont l'image de Parikh de l'étiquette est égale à l'image de Parikh de σ, on asso
ie le 
ouple

(
∑k

i=0 |Pi|, k) de N×N. Considérons alors la relation d'ordre lexi
ographique sur N×N notée

6lex et dé�nie par (x, k) 6lex (x′, k′) si et seulement si (x < x′)∨ ((x = x′)∧ (k 6 k′)). On

onsidère alors le triplet (p, c, s) dont le 
ouple asso
ié (x, k) est minimal pour la relation

d'ordre 6lex (un tel triplet existe 
ar N×N est totalement ordonné par la relation d'ordre

lexi
ographique).

Montrons par l'absurde que k 6 card(Σ)card(Q)+1
. Comme l'ensemble E des 
y
les

élémentaires de A a un 
ardinal borné par card(Σ)card(Q)+1
, il existe dans 
e 
as i < i′ tel

que Ci = Ci′ . Le 
hemin suivant 
ontredit la minimalité de (x, k) en générant un 
ouple

(x, k − 1) :

P0.C
α1
1 .P1 . . . Pi−1.C

αi+αi′

i .Pi . . . Pi′−1.Pi′ . . . C
αk .Pk

Montrons aussi par l'absurde que les 
hemins Pi ont une longueur bornée par card(Q).
En e�et, dans le 
as 
ontraire, il existerait un entier i0 tel que la longueur du 
hemin Pi0 est

stri
tement plus grande que le nombre d'états de l'automate A. On peut alors dé
omposer

le 
hemin Pi0 en P ′.C.P ′′
où C est un 
y
le élémentaire. Le 
hemin suivant 
ontredit la

minimalité de (x, k) en générant un 
ouple (x− |C|, k + 1) :

P0.C
α1
1 .P1 . . . C

αi

i .P ′.C.P ′′.Ci+1 . . . C
αk .Pk

Comme max(|Pi|) 6 card(Q) et max(|Ci|) 6 card(Q), et k 6 card(Σ)card(Q)+1
, on a

prouvé le lemme. �
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Proposition 8.49

Pour tout mot σ ∈ Σ∗
, il existe une suite �nie (σi)16i6n de Σ∗

telle que :











Rσ ⊆ R∗
σ1
. . .R∗

σn

max(|σi|) 6 card(MS)

n 6 1 + 2.(card(MS).card(Σ))1+card(MS)

Démonstration :

On 
onsidère l'automate déterministe A dont l'ensemble des états est le monoïde �ni

MS et dé�ni par A = (MS ,MS ×Σ, δ, {I},MS) où la fon
tion de transition δ est dé�nie
sur l'ensemble des 
ouples (M, (M ′, a)) tels que M = M ′

par δ(M, (M,a)) = M.Ma. Pour

tout 
hemin P = I
(M1,a1)...(Mn,an)−−−−−−−−−−−→M de l'automate A, on note σP le mot σP = a1 . . . an

de Σ∗
et on note RP la relation a�ne dé�nie par :

RP = {(x,M.x); x ∈ Qm}+ {(−→0 ,
n
∑

i=1

Mi.vai
}

On montre par ré
urren
e sur n > 0 que pour tout 
hemin P = I → M de longueur

|P | = n de l'automate A, on a RσP
= RP . Pour n = 0, le seul 
hemin possible est

I
ε−→ I et on a alors Rε = I. Ainsi, l'hypothèse de ré
urren
e est vraie pour n = 0.

Supposons don
 
ette hypothèse vraie pour un entier n > 0 et 
onsidérons un 
hemin

I
(M1,a1)...(Mn+1,an+1)−−−−−−−−−−−−−−→ M ′

. Considérons une matri
e M ∈ MS telle que I
(M1,a1)...(Mn,an)−−−−−−−−−−−→

M etM
(Mn+1,an+1)−−−−−−−−→M ′

soient deux 
hemins de l'automate A. Par dé�nition de la fon
tion

de transition δ, on a M ′ = M.Man et M = Mn+1. De plus, par hypothèse de ré
urren
e,

on a Ra1...an = {(x,M.x); x ∈ Qm}+ {(−→0 ,∑n
i=1Mi.vai

}. De Ra1...an+1 = Ra1...an .Ran+1 ,

on déduit Ra1...an+1 = {(x,M.Man .x; x ∈ Qm} + {−→0 ,∑n
i=1Mi.vai

+ M.van+1}. Cela
démontre l'hypothèse de ré
urren
e au rang n+1. On a don
 prouvé que pour tout 
hemin

P = I →M , on a RP = RσP
.

Considérons alors σ ∈ Σ∗
. Par dé�nition de l'automate A, il existe un 
hemin P =

I →M tel que σP = σ. Considérons l'automate AM déduit de A en remplaçant l'ensemble

des états �naux de A par le singleton {M}. D'après le lemme 8.48, il existe une suite

�nie (σi)16i6n de mots de Σ∗
et une suite �nie (αi)16i6n de N telles que σα1

1 . . . σαn
n soit

l'étiquette d'un 
hemin P ′
de AM de même image de Parikh que l'étiquette de P et telles :

{

max(|σi|) 6 card(MS)

n 6 1 + 2.(card(MS).card(Σ))1+card(MS)

On a alors RP = RP ′
. On déduit de 
ette égalité Rσ = RP = RP ′ = RσP ′ ⊆ R∗

σ1
. . .R∗

σn
.

�

On peut alors prouver que le semi-algorithme 3 termine sur l'entrée R.

Proposition 8.50

Le semi-algorithme 3 termine sur l'entrée R en temps double exponentiel en la taille du

monoïdeMS .
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Démonstration :

On note Ri la relation R avant l'exé
ution de la ligne 6 en fon
tion du nombre i > 1 de

fois que la bou
le �tant que� a été exé
utée. Pour i > ln(card(MS))/ ln(2) et pour σ ∈ Σ∗
tel

que |σ| 6 card(MS), on a saff(R∗
σ) ⊆ Ri. Posons n = 1+2.(card(MS).card(Σ))1+card(MS)

et i0 = ln(n.card(MS))/ ln(2). Pour tout i > i0, et pour toute suite σi, ..., σn de Σ6card(MS)
,

on a alors l'in
lusion suivante :

saff(R∗
σ1

) . . . saff(R∗
σn

) ⊆ Ri

D'après la proposition 8.49, on a alors Rσ ⊆ Ri pour tout i > i0. Ainsi, pour tout

i > i0, on a saff(R∗) = saff(
⋃

σ∈Σ∗ Rσ) ⊆ Ri. Or d'après la proposition 8.47, on a

saff∗(R) = saff(R∗). Ainsi, pour i > i0 on a saff∗(R) ⊆ Ri. Or d'après la proposition

8.42, on a Ri ⊆ saff∗(R). On a don
 prouvé que pour i > i0, on a Ri = saff∗(R). Comme

saff∗(R).saff∗(R) ⊆ saff∗(R), la 
ondition de la bou
le �tant que� n'est alors plus valide

pour i > i0. Le semi-algorithme 3 termine don
 après i0 itération de la bou
le �tant que�.

Bornons alors la taille des relations semi-a�nes Ri que l'on produit pendant l'exé
ution

de l'algorithme. Posons c = 1 + (4.m+ 1)2.m
. En utilisant le théorème 8.41, on obtient la

majoration suivante pour i > 1 :

card(comp(Ri+1)) 6 c.card(comp(Ri))
2

Le théorème 8.40 et la proposition 3.23 montrent de plus que les 
omposantes a�nes de

Ri+1 ont une taille polyn�miale en la taille des 
omposantes a�nes de Ri. Il existe don


une 
onstante c′ et un entier m > 0 tel que pour tout i > 0, on a :

taille(Ri+1) 6 c.taille(Ri)
m

On a don
 taille(Ri) = O(card(R0)
mi0 ). Comme mi0 6 n.card(MS). ln(m)/ ln(2), on a

prouvé que la taille des relations semi-a�nes 
al
ulées par l'algorithme ont une taille double

exponentielle en la taille du monoïde. �

Théorème 8.51

L'enveloppe semi-a�ne étoile de la relation d'a

essibilité des système à 
ompteurs suivant

est 
al
ulable en temps élémentaire (au plus triple exponentiel) :

� Les réseaux de Petri reset/transfert ([Cia94℄, [DFS98℄)

� Les systèmes broad
asts ([EN98℄, [Del00a℄, [Del01℄, [Del00b℄).

Démonstration :

En e�et, pour 
es systèmes à 
ompteurs, le monoïde MS est un sous-monoïde des

matri
es reset/transfert. Ainsi, card(MS) 6 (m + 1)m
. Comme les domaines de dé�ni-

tions Da sont des parties 
loses par le haut, la proposition 8.10 prouve que l'on a bien

saff(Da) = Qm
. La proposition 8.50 prouve que le semi-algorithme 3 termine sur l'entrée

R0 = saff(RS). De la proposition 8.42, on déduit que saff∗(R0) est 
al
ulable en temps

triple exponentiel. En�n, 
omme saff∗(R0) = saff∗(RS) = saff∗(R∗
S), on a prouvé le théo-

rème. �
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Remarque 8.52

Le semi-algorithme 3 a été implémenté. La 
omplexité triple exponentielle n'a jamais été

ren
ontrée dans les études de 
as que l'on a fait. On a même obtenu des résultats en

quelques minutes de 
al
ul. On peut don
 raisonnablement penser que 
ette 
omplexité

théorique n'est pas optimale.





CHAPITRE 9

A

essibilité par a

élération

On étudie dans 
e 
hapitre le problème du 
hoix des a

élérations pour 
al
uler l'en-

semble des états a

essibles d'un système.

Les 
lasses de systèmes pour lesquelles l'a

essibilité est un problème dé
idable, sont

souvent trop restreintes pour pouvoir être utilisées dire
tement sur un système réel. En

e�et, même pour des systèmes simples 
omme les réseaux de Petri reset/transfert, l'a
-


essibilité est indé
idable [DFS98℄. L'a

élération est une te
hnique pour aider à dé
ider

l'a

essibilité pour 
es 
lasses de systèmes indé
idables, en 
her
hant à 
al
uler l'ensemble

des états a

essibles en itérant à la limite des 
omposées d'a
tions [BW94℄.

L'a

élération a fait l'objet de nombreuses études et implémentations [Tre, ABS01,

APSY02, ASY01, Fas, BFLP03, Las℄ ; l'a

élération des �lossy 
hanel systems� utilise les

SRE [ABJ98℄ ; pour les �FIFO 
hanel systems �, on utilise des QDD [BGWW97, WB98℄ ou

des CQDD [Bou01℄ ; pour les systèmes répartis en anneau, des automates �nis permettent

d'a

élérer des transitions [BF℄ ; pour les systèmes à 
ompteurs a�nes, l'a

élération peut

se faire en utilisant des UBA (
hapitre 4) [BW94, Boi, FL02℄.

Cependant, pour pouvoir e�e
tivement utiliser les a

élérations, il est important de

savoir les 
hoisir pour faire 
onverger le 
al
ul itératif de l'ensemble des états a

essibles

par a

élération.

Dans 
e 
hapitre, on étudie 
e problème pour les systèmes à 
ompteurs a�nes. On

montre que l'on peut raisonnablement appliquer un algorithme de type �brute for
e� sur

l'ensemble des 
omposées d'au plus k a
tions par une méthode de rédu
tion exponentielle.

On trouve dans 
e 
hapitre :

� une extension du résultat d'a

élération de Boigelot des fon
tions a�nes à des do-

maines de dé�nition non-
onvexes, permettant la mise en pla
e de te
hnique de ré-

du
tion.

� une 
lasse de systèmes à 
ompteurs (
ontenant les réseaux de Petri reset/transfert)

pour laquelle le nombre de 
omposées d'au plus k a
tions est polynomial en k.
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� un exemple de système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni dont le nombre de 
om-

posées d'au plus k a
tions est exponentiel en k.
� une te
hnique de rédu
tion permettant de réduire les 
omposées d'au plus k a
tions

d'un systèmes à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni, à un ensemble 
al
ulable en temps

polynomial en fon
tion de k.
� une 
lasse de systèmes à 
ompteurs pour laquelle l'a

élération su�t pour 
al
uler

l'ensemble des états a

essibles.

Dans la se
tion 9.1, on dé�nit l'a

élération d'une 
omposée d'a
tion et on montre

sur un exemple 
omment 
al
uler l'ensemble des états a

essibles d'un système ave
 
ette

te
hnique. Comme nous utiliserons des parties de Zm
dé�nissables par des UBA, pour

rappeler des résultats d'a

élération valables pour des fon
tions a�ne dé�nie sur tout Zm
,

on étendra à Zm
, dans la se
tion 9.2, quelques dé�nitions données dans le 
adre de Nm

dans

les 
hapitres pré
édents. L'a

élération d'une fon
tion a�ne est étudiée dans la se
tion 9.3.

En�n, dans la se
tion 9.4, on étudie le problème du 
hoix des a

élérations.

9.1 Dé�nition de l'a

élération

L'ensemble des états a

essibles d'un système à 
ompteurs n'est pas en général 
al-


ulable 
omme un point �xe de la suite 
roissante Post6k
S (X) 
ar elle peut ne pas être

stationnaire (
hapitre 7). Pour véri�er un tel système in�ni, on doit don
 trouver une mé-

thode pour 
al
uler, en un nombre �ni d'étapes, un ensemble in�ni d'états a

essibles. Pour


ela, on va a

élérer des 
ompositions d'a
tions (aussi appelées �meta-transitions� [BW94℄

ou en
ore �exa
t widening� dans le 
adre de l'interprétation abstraite).

Dé�nition 9.1

L'a

élération d'une 
omposée d'a
tions σ ∈ Σ∗
d'un système S est la relation notée

σ∗

−→
dé�nie par

σ∗

−→= (
σ−→)∗

Dans 
ette se
tion, on va montrer sur l'exemple 9.2, 
omment l'a

élération peut-être

utilisée pour 
al
uler l'ensemble des états a

essibles.

Exemple 9.2

On 
onsidère un réseaux de Petri Spc = (N5,Σ, (→a)a∈Σ) où Σ = {eW , eR1 , eR2} et :














(c, i, b, o1, o2)
eW−−→ (c, i− 1, b+ 1, o1, o2) si i > 1

(c, i, b, o1, o2)
eR1−−→ (c, i, b− 1, o1 + 1, o2) si b > 1

(c, i, b, o1, o2)
eR2−−→ (c, i, b− 1, o1, o2 + 1) si b > 1

On 
onsidère l'ensemble des états initiaux X0 = {(c, i, b, o1, o2); (c = i) ∧ (b = o1 = o2 =
0)} ⊆ N5

.

Cet exemple modélise un �produ
teur 
onsommateur� 
ontenant un bu�er b et deux

sorties o1 et o2. La transition eW (�Write�) permet d'é
rire une lettre dans le bu�er b alors
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que les transitions eR1 et eR2 (�Read�) retire une lettre de b pour la sortir respe
tivement

dans o1 ou dans o2.

Comme le montre le lemme 9.3, il est inutile de 
her
he à 
al
uler Post∗Spc
(X0) 
omme

un point �xe de la suite Post6k
Spc

(X0) 
ar elle n'est pas stationnaire.

Lemme 9.3

Pour tout entier k > 0, on a Post6k
Spc

(X0) 6= Post∗Spc
(X0).

Démonstration :

Soit k > 0. De (k+1, k+1, 0, 0, 0)
ek+1
W

.ek+1
R1−−−−−−→ (k+1, 0, 0, k+1, 0) et (k+1, k+1, 0, 0, 0) ∈

X0, on déduit (k + 1, 0, 0, k + 1, 0) ∈ Post∗Spc
(X0). Considérons alors un entier k′ tel que

(k + 1, 0, 0, k + 1, 0) ∈ Post6k′

Spc
(X0). Il existe σ ∈ Σ6k′

et (c, c, 0, 0, 0) ∈ X0 tels que

(c, c, 0, 0, 0)
σ−→ (k + 1, k + 1, 0, 0, 0). Par dé�nition de Spc, la première 
omposante étant


onstante, on a c = k + 1. De plus, 
omme la variable i ne dé
roît de 1 qu'a 
haque fois

que l'on utilise la transition eW , le nombre de eW dans σ est égale à k + 1. En parti
ulier

k′ > |σ| > k + 1 et on a prouvé que (k + 1, k + 1, 0, 0, 0) 6∈ Post6k
S (X0). �

Cependant l'a

élération des a
tions eW , eR1 et eR2 permet d'atteindre tous les états

a

essibles de Post∗S(X0).

Lemme 9.4

Pour tout x ∈ Post∗Spc
(X0), il existe x0 ∈ X0 tel que :

x0
e∗
W−−→

e∗R1−−→
e∗R2−−→ x

Démonstration :

On 
ommen
e par montrer que Post∗Spc
(X0) = X ′

où X ′ = {(c, i, b, o1, o2); c =
i + b + o1 + o2}. Considérons don
 (c, i, b, o1, o2) ∈ X ′

. Comme (c, c, 0, 0, 0) ∈ X0 et

(c, c, 0, 0, 0)
e
b+o1+o2
W−−−−−→ (c, i, b + o1 + o2, 0, 0)

e
o1
R1−−→ (c, i, b + o2, o1, 0)

e
o2
R2−−→ (c, i, b, o1, o2),

on a X ′ ⊆ Post∗Spc
. Montrons l'in
lusion ré
iproque. Il su�t de prouver que pour tout

(c, i, b, o1, o2)
a−→ (c′, i′, b′, o′1, o

′
2) tel que a ∈ Σ et (c, i, b, o1, o2) ∈ X ′

, on a (c′, i′, b′, o′1, o
′
2) ∈

X ′
. Dans les trois 
as a = eW , a = eR1 et a = eR2 , on a bien (c′, i′, b′, o′1, o

′
2) ∈ X ′

. Ainsi

on a prouvé que PostSpc(X0) = X ′
et en parti
ulier, on a prouvé le lemme. �

Pour pouvoir utiliser automatiquement 
ette te
hnique d'a

élération, il va falloir prou-

ver que :

� on peut e�e
tivement représenter l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions.

� on peut trouver les �bonnes 
omposées d'a
tion� à a

élérer pour 
al
uler l'ensemble

des états a

essibles.
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9.2 Remarque sur les parties de Zm

Dans 
e 
hapitre, nous utiliserons des parties de Zm
. Pour étendre les résultats des

pré
édents 
hapitres sur les parties de Nm
aux parties de Zm

, on va établir le lien simple

entre les parties de Zm
et les parties de N2.m

, qui 
onsiste à remarquer qu'un entier relatif

x ∈ Z est la di�éren
e de deux entiers positifs x = x+ − x− ave
 x+, x− ∈ N.

Dé�nition 9.5

On 
onsidère la fon
tion a�ne f
N→Z

: N2m → Zm
dé�nie par f

N→Z

(x+
1 , x

−
1 , . . . , x

+
m, x

−
m) =

(x+
1 − x−1 , . . . , x+

m − x−m).

Même si les automates que nous obtenons par 
ette méthode ne sont pas aussi 
on
is

que 
eux que l'on pourrait obtenir, par exemple ave
 le 
omplément à 2 ([Boi98℄), nous

avons 
hoisi 
ette méthode pour 
omparer simplement les résultats d'a

élérations. Notre

obje
tif n'étant plus la 
on
ision mais l'expressivité.

9.2.1 Presburger-dé�nissable

On s'intéresse aux parties de Zm
Presburger-dé�nissables.

Dé�nition 9.6

Une partie X ⊆ Zm
est Presburger-dé�nissable en tant que partie de Zm

, s'il existe une

formule de Presburger dont l'interprétation sur Z dé�nit X.

La proposition 9.7 est importante 
ar elle montre la 
ohéren
e de la dé�nition pré
é-

dente ave
 la dé�nition des parties Presburger-dé�nissables de Nm
.

Proposition 9.7

Une partie X ⊆ Nm
est Presburger-dé�nissable en tant que partie de Nm

si et seulement

si X est Presburger-dé�nissable en tant que partie de Zm
.

Démonstration :

Considérons une partie X ⊆ Nm
. Supposons qu'il existe une formule φ dont l'inter-

prétation sur N est égale à X. En remplaçant dans φ 
haque quanti�
ateur ∃x φ0 par

∃x (x > 0∧φ0) et 
haque quanti�
ateur ∀x φ0 par ∀x (x < 0∨φ0), on obtient une formule

φ′ telle que x > 0∧φ′ dé�nie sur Z la partie X. Ré
iproquement, supposons qu'il existe une

formule φ dont l'interprétation sur Z est égale àX. En remplaçant 
haque quanti�
ateur ∃x
par ∃x+∃x−, 
haque quanti�
ateur ∀x par ∀x+∀x−, et 
haque variable x apparaissant dans
un terme t par x+ − x−, on obtient une formule φ′ telle que ∃x+∃x− ((x = x+− x−)∧ φ′)
dé�nie sur N la partie X. �

En�n, on montre que la notion de parties de Zm
Presburger-dé�nissables, 
orrespond

à remonter par la fon
tion f
N→Z

la notion de Presburger-dé�nissable des parties de N2.m
.

Proposition 9.8

Une partie X ⊆ Zm
est Presburger-dé�nissable si et seulement si f−1

N→Z

(X) ⊆ N2m
est

Presburger-dé�nissable.
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Démonstration :

Considérons une partie X ⊆ Zm
. Supposons X Presburger-dé�nissable. Il existe une

formule φ dont l'interprétation sur Z est X. La formule ∃x (x = x+ − x−) ∧ (x+ >

0) ∧ (x− > 0) ∧ φ) dé�nie sur Z la partie f−1
N→Z

(X) qui est don
 Presburger-dé�nissable.

Ré
iproquement, supposons que f−1
N→Z

(X) est Presburger-dé�nissable. Il existe alors une

formule φ dont l'interprétation sur Z est f−1
N→Z

(X). La formule ∃x+∃x−((x = x+ − x−) ∧
(x+ > 0) ∧ (x− > 0) ∧ φ) dé�nie sur Z la partie X. �

9.2.2 BA-dé�nissable

On dé�nit la notion de représentation par un automate binaire d'une partie de Zm
en

remontant 
ette notion par la fon
tion f
N→Z

.

Dé�nition 9.9

Une partie X ⊆ Zm
est représentée par un automate binaire A si f−1

N→Z

(X) est représentée
par A.

Il faut alors prouver la 
ohéren
e de la pré
édente dé�nition pour les parties de Nm
.

Proposition 9.10

Une partie X ⊆ Nm
est représentable par un automate binaire A en tant que partie de

Nm
si et seulement si X est représentable par un automate binaire A en tant que partie

de Zm
.

Démonstration :

La preuve est la même que 
elle donnée pour le 
as Presburger (
f proposition 9.7).

�

9.2.3 Polyèdre

On rappelle la dé�nition d'un polyèdre de Zm
.

Dé�nition 9.11

Un demi-espa
e de Zm
est une partie X ⊆ Zm

telle qu'il existe un ve
teur α ∈ Qm\{0} et
un rationnel c ∈ Q véri�ant X = {x ∈ Zm; 〈x, α〉 6 c}.

Dé�nition 9.12

Un polyèdre X de Zm
est une interse
tion �nie de demi-espa
es de Zm

.

La 
ohéren
e de la pré
édente dé�nition est prouvée par la proposition suivante.

Proposition 9.13

Une partie X ⊆ Nm
est un polyèdre de Nm

si et seulement si X est un polyèdre de Zm
.

Démonstration :

Supposons que X soit un polyèdre de Nm
. Il existe une partie �nie F ⊆ Qm × Q
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telle que X =
⋂

(α,c)∈F {x ∈ Nm; 〈α, x〉 6 c}. Comme X =
⋂m

i=1{x ∈ Zm; 〈−ei, xi〉 6

0}⋂(α,c)∈F {x ∈ Zm; 〈α, x〉 6 c}, la partie X est don
 un polyèdre de Zm
. Ré
iproquement,

supposons que X soit un polyèdre de Zm
. Il existe une partie �nie F ⊆ Qm ×Q telle que

X =
⋂

(α,c)∈F {x ∈ Zm; 〈α, x〉 6 c}. Comme X ⊆ Nm
, on a alors X =

⋂

(α,c)∈F {x ∈
Nm; 〈α, x〉 6 c}. Ainsi, X est un polyèdre de Nm

. �

Comme le montre la proposition suivante, la fon
tion f
N→Z

permet de remonter la

notion de polyèdre de N2m
en polyèdre de Zm

.

Proposition 9.14

Une partie X ⊆ Zm
est un polyèdre si et seulement si f−1

N→Z

(X) est un polyèdre.

Démonstration :

Supposons que X soit un polyèdre. Il existe une partie �nie F ⊆ Qm × Q telle

que X =
⋂

(α,c)∈F {x ∈ Zm; 〈α, x〉 6 c}. Comme f−1
N→Z

(X) =
⋂

(α,c)∈F f
−1
N→Z

({x ∈
Zm; 〈α, x〉 6 c}), on peut supposer que X = {x ∈ Zm; 〈α, x〉 6 c}. Dans 
e 
as

f−1
N→Z

(X) = {x′ = (x+
1 , x

−
1 , . . . , x

+
m, x

−
m) ∈ N2m; 〈α, f

N→Z

(x′)〉 6 c}. Considérons α′ =
(α1,−α1, . . . , αm,−αm) ∈ Q2m

et remarquons que f−1
N→Z

(X) = {x′ ∈ N2m; 〈α′, x′〉 6 c}.
�

9.3 Cal
ul d'une a

élération

Dans 
ette se
tion, on s'intéresse au problème du 
al
ul de l'a

élération d'une 
omposée

d'a
tions d'un système à 
ompteurs a�ne. Comme une telle 
omposée est une fon
tion

a�ne, on 
ommen
e par étudier dans la sous-se
tion 9.3.1 l'a

élération des fon
tions

a�nes. En�n, dans la sous-se
tion 9.3.2, on montre que l'a

élération de toute 
omposée

d'a
tions d'un système à 
ompteurs à monoïde �ni est e�e
tivement représentable par un

UBA.

9.3.1 A

élération d'une fon
tion a�ne

Comme l'on souhaite a

élérer des 
omposées d'a
tions d'un système à 
ompteurs ef-

fe
tif a�ne, il est naturel de 
her
her à 
ara
tériser les fon
tions a�nes dont l'a

élération

est e�e
tivement représentable par un UBA.

Dé�nition 9.15

Pour une fon
tion a�ne f : D → Zm
où D ⊆ Zm

et une partie X ⊆ Zm
, on pose

f∗(X) =
⋃

i>0 f
i(X).

B. Boigelot [Boi98℄ à donné une 
ondition su�sante pour pouvoir a

élérer une fon
tion

a�ne dé�nie sur un polyèdre (
ette 
ondition est de plus prouvée né
essaire dans le 
as où

le polyèdre est égal à tout Zm
).

Théorème 9.16 ([Boi98℄)

Soit (f,M, v) une fon
tion a�ne dé
orée, dé�nie sur un polyèdre D ⊆ Zm
, et à valeur dans

Zm
, telle que M et v sont à 
oe�
ients dans Z.
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Supposons qu'il existe p ∈ N∗
tel que les deux 
onditions [B1℄ et [B2℄ suivantes soient

véri�ées :

� [B1℄ les valeurs propres de la matri
e Mp
sont dans {0, 1}, et

� [B2℄ la matri
e Mp
est diagonalisable.

Alors, pour toute partie X ⊆ Zm
Presburger-dé�nissable, f∗(X) est e�e
tivement Pres-

burger dé�nissable. De plus, si D = Zm
, les 
onditions [B1℄ et [B2℄ deviennent né
essaires

et su�santes.

On a alors 
her
hé à étendre le théorème pré
édent à des domaines de dé�nitions

UBA-dé�nissables. Cette extension ( justi�ée dans la se
tion 9.4), est vraiment utile (
'est

le 
oeur de l'outil Fast) pour pouvoir a

élérer e�
a
ement des 
omposées d'a
tions. En

e�et, on montrera que 
ette extension permet de réduire exponentiellement le nombre de


omposées de fon
tions a�nes à a

élérer.

On 
ommen
e par montrer que les deux 
onditions ([B1℄ and [B2℄) données par Boigelot

sont équivalentes à la �nitude du monoïde 〈M〉.

Lemme 9.17

Soit M ∈ Mm(Z). Les deux 
onditions ([B1℄ et [B2℄) sont équivalentes à la �nitude du

monoïde 〈M〉.

Démonstration :

Supposons qu'il existe un entier p ∈ N∗
tel que les valeurs propres de Mp

sont dans

{0, 1} et que la matri
e Mp
est diagonalisable. Il existe alors une matri
e P inversible et

une matri
e diagonale ∆ telle que M = P−1.∆.P et ∆ii ∈ {0, 1} pour tout i ∈ {1, . . . ,m}.
Ainsi, M2p = Mp.Mp = P−1.∆.P.P−1∆.P = P−1.∆2.P = P−1.∆.P = Mp

. Le monoïde

〈M〉 est don
 �ni.
Ré
iproquement, supposons que le monoïde 〈M〉 est �ni. Il existe (a, b) ∈ N×N∗

tel que

Ma+b = Ma
. Considérons le plus petit entier d tel que d > a

b
. De l'égalité Ma+b = Ma

,

on déduit Ma+d.b = Ma
. En multipliant 
ette dernière égalité par Md.b−a

, on obtient

(Md.b)2 = Md.b
. Ainsi, en posant p = d.b 6 (a

b
+1).b 6 a+ b, on a prouvé que le polyn�me

X(X − 1) annule Mp
. D'après [AF88℄, la matri
e Mp

est diagonalisable et ses valeurs

propres sont dans {0, 1}. �

On peut alors démontrer l'extension du théorème 9.16 à des domaines de dé�nition

UBA-représentables.

Théorème 9.18

Soit (f,M, v) une fon
tion a�ne dé
orée, dé�nie sur un domaine D ⊆ Zm
représenté par

un UBA A, et à valeur dans Zm
.

Si le monoïde 〈M〉 est �ni, la relation x′ ∈ f∗({x}) est e�e
tivement représentable

par un UBA. De plus, si D est Presburger-dé�nissable, 
ette relation est Presburger-

dé�nissable.

Démonstration :

Rappelons que la notion de représentation d'une partie de Zm
par un automate binaire

est donnée par la dé�nition 9.9.
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On 
onsidère la fon
tion g : Qm → Qm
dé�nie par g(x) = M.x+ v pour tout x ∈ Qm

.

Comme le monoïde {M i; i > 0} est �ni, il existe (a, b) ∈ N× N∗
tel que Ma+b = Ma

.

Montrons par ré
urren
e sur n > 0 que pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ Qm
, on

a ga+n.b(x) = ga(x) + n.Ma.gb(0). Pour n = 0, la ré
urren
e est prouvée. Montrons la

ré
urren
e pour n = 1 
ar pour établir la ré
urren
e, 
e 
as sera utilisé. De gb(x) =
M b.x + gb(0) et ga(x) = Ma.x + ga(0), on déduit ga+b(x) = ga(gb(x)) = Ma(M b.x +
gb(0))+ga(0) = Ma+b.x+ga(0)+Ma.gb(0). DeMa+b = Ma

, on déduit l'égalité ga+b(x) =
ga(x)+Ma.gb(0). Considérons don
 un entier n > 1 tel que ga+n.b(x) = ga(x)+n.Ma.gb(0)
pour tout x ∈ Qm

. On a alors ga+(n+1).b(x) = ga+n.b(gb(x)) = ga(gb(x)) + n.Ma.gb(0) =
ga(x) + (n+ 1).Ma.gb(0).

Ainsi, la partie G = {(i, x, x′) ∈ N × Zm × Zm; x′ = gi(x)} est dé�nie par la formule

de Presburger suivante :

[

x′ = gi(x)
∧ i > 0

]

⇐⇒























a−1
∨

r=0

[

(x′ = gr(x)) ∧ (i = r)
]

b−1
∨

r=0

[

∃n;
[

(n > 0) ∧
(

(x′ = ga+r+n.b(x)) ∧ (i = a+ r + n.b)
)]]

⇐⇒



























a−1
∨

r=0

[(x′ = gr(x)) ∧ (i = r)]

b−1
∨

r=0

∃n





(n > 0)

∧(x′ = ga+r(x) + n.Ma+r.gb(0))
∧(i = a+ r + n.b)





Ainsi, on peut 
onstruire e�e
tivement l'UBA A(G). Remarquons que l'on a x′ = f i(x)
si et seulement si x′ = gi(x) et pour tout 0 6 k < i on a gk(x) ∈ D. On 
onsidère

la partie H = {(k, x) ∈ N × Z; gk(x) ∈ D}. Comme (k, x) ∈ H si et seulement si

(k > 0)∧ (∃x′; ((k, x, x′) ∈ G)∧ (x′ ∈ D)), on peut e�e
tivement 
onstruire l'UBA A(H).
Considérons en�n la relation R sur Zm

dé�nie par xRx′ si et seulement si x′ ∈ f∗(x).
Comme xRx′ si et seulement si ∃i [(i > 0) ∧ ((i, x, x′) ∈ G) ∧ (∀k (0 6 k < i) =⇒
(k, x) ∈ H)], on peut 
onstruire e�e
tivement l'UBA A(R). Remarquons en�n que si D
est Presburger-dé�nissable alors R est aussi Presburger-dé�nissable. �

Remarque 9.19

On a ainsi étendu le théorème 9.16 en 
onsidérant des domaines de dé�nition non-
onvexes.

Remarque 9.20

Comme les domaines de dé�nition des systèmes à 
ompteurs que l'on 
onsidère dans la

pratique sont Presburger-dé�nissables, le théorème pré
édent montre que si l'ensemble des

états a

essibles Post∗S(X0) n'est pas Presburger-dé�nissable (par exemple dans [HP79℄)

alors un algorithme n'utilisant que des a

élérations ne pourra jamais 
al
uler 
et ensemble.

Remarque 9.21

Il existe des fon
tions a�nes dont le monoïde n'est pas �ni et dont l'a

élération est

Presburger-dé�nissable. Par exemple, l'a

élération de la fon
tion a�ne f : {0, 1} → N
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dé�nie par f(x) = 2.x est un ensemble �ni qui est don
 Presburger-dé�nissable mais le

monoïde {2n; n > 0} n'est pas �ni.

Problème ouvert 9.22

Peut-on e�e
tivement et e�
a
ement 
ara
tériser les fon
tions a�nes f dont l'a

élération

est Presburger-dé�nissable ?

9.3.2 A

élération d'une 
omposée d'a
tions

On montre que pour un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni, l'a

élération de

toute 
omposée d'a
tions est e�e
tivement représentable par un UBA.

Commençons par prouver que la �nitude du monoïde MS est né
essaire dont le 
as

d'un système a�ne dont les domaines de dé�nition sont égaux à tout Zm
.

Proposition 9.23

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de dé�nition sont égaux à tout

Zm
. Le système S est à monoïde �ni si et seulement si l'a

élération de toute 
omposée

d'a
tions est Presburger-dé�nissable.

Démonstration :

Considérons un système à 
ompteurs a�ne S dont les domaines de dé�nition sont égaux

à tout Zm
. Montrons que pour tout a ∈ Σ, il existe une unique matri
e Ma ∈ Mm(Q) et

un unique ve
teur va ∈ Qm
tel que fa(x) = Ma.x+ va. Comme 0 ∈ Da, on a va = fa(0) 
e

qui montre que va est unique. De plus, 
omme pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, le ve
teur unitaire
ei est dans Da, on a fa(ei)− fa(0) = Ma.ei. La matri
e Ma est don
 unique. On a de plus

prouvé que les 
oe�
ients de Ma et va sont dans Z.

Supposons que le système à 
ompteurs S soit à monoïde �ni. L'a

élération de σ ∈ Σ∗

est la relation x′ ∈ f∗σ({x}) où fσ(x) = Mσ.x + vσ pour tout x ∈ Dσ, où Mσ ∈ MS .

Le monoïde engendré par Mσ est don
 �ni. D'après le théorème 9.18, 
omme Dσ = Zm

est Presburger-dé�nissable, la relation x′ ∈ f∗σ({x}) est Presburger-dé�nissable. Ainsi,

l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions est Presburger-dé�nissable.

Ré
iproquement, supposons que l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions est Presbur-

ger dé�nissable. Considérons M ∈ MS et montrons que le monoïde engendré par M est

�ni. Par dé�nition deMS , il existe une 
omposée d'a
tions σ ∈ Σ∗
telle que Mσ = M . Par

hypothèse l'a

élération de σ est Presburger-dé�nissable. Ainsi, pour toute partie X ⊆ Zm

Presburger-dé�nissable, la partie f−1
σ (X) est Presburger-dé�nissable. D'après le théorème

9.16 et le lemme 9.17, le monoïde {M i; i > 0} est �ni. D'après le théorème de Burnside

([MZ75℄, [Ja
78℄, [MS77℄), le monoïdeMS est �ni. Ainsi, le système à 
ompteurs S est à

monoïde �ni. �

La proposition pré
édente montre qu'il est naturel de s'intéresser à la 
lasse des systèmes

à 
ompteurs e�e
tifs à monoïde �ni.

Théorème 9.24

L'a

élération de toute 
omposée d'a
tions d'un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde

�ni est e�e
tivement représentable par un UBA. Si de plus les domaines de dé�nition du

système sont Presburger-dé�nissables, alors l'a

élération est aussi Presburger-dé�nissable.
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Démonstration :

L'a

élération de σ ∈ Σ∗
est la relation x′ ∈ f∗σ({x}) où fσ(x) = Mσ.x + vσ pour

tout x ∈ Dσ. Rappelons que Mσ = Man . . .Ma1 où (ai)i est une suite de Σ telle que

σ = a1 . . . an. Comme le monoïde MS est �ni, le monoïde engendré par Mσ est alors

�ni. D'après le théorème 9.18, la relation x′ ∈ f∗σ({x}) est e�e
tivement représentable par

un UBA. De plus, si pour tout a ∈ Σ, Da est Presburger-dé�nissable alors d'après la

proposition 7.19, le domaine de dé�nition Dσ est Presburger-dé�nissable. Dans 
e 
as la

relation x′ ∈ f∗σ({x}) est don
 Presburger-dé�nissable. �

On a don
 prouvé que pour la 
lasse des systèmes à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni,

l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions est e�e
tivement représentable par un UBA. Il

reste don
 à expliquer 
omment 
hoisir les 
omposées d'a
tions à a

élérer pour pouvoir

e�e
tivement 
onstruire l'ensemble des états a

essibles d'un système à 
ompteurs.

9.4 Choix des a

élérations

On a montré dans la se
tion pré
édente que l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions

est e�e
tivement représentable par un UBA. Seulement, 
omme l'ensemble des 
omposées

d'a
tions est in�ni, le 
hoix des a

élérations à 
onsidérer dans un 
al
ul d'ensemble d'a
-


essibilité, devient déli
at. La stratégie que l'on va étudier dans 
ette se
tion, est 
elle qui


onsiste à se �xer à l'avan
e en entier k > 0, 
orrespondant à la plus grande longueur de


ompositions d'a
tions que l'on va s'autoriser à a

élérer. Il est en e�et simple de modi�er

un algorithme dont le k est �xé par un algorithme qui fait 
roître de 1 l'entier k à 
haque

fois que le 
al
ul semble diverger (dépassement de la mémoire autorisée, dépassement du

temps alloué, et
).

Dé�nition 9.25

L'ensemble des 
omposées d'au plus k > 0 a
tions d'un système à 
ompteurs a�ne S est

l'ensemble des fon
tions a�nes Fk(S) = {fσ; |σ| 6 k}.

On étudie le 
ardinal de Fk(S) en fon
tion de k dans la sous-se
tion 9.4.1, en montrant

des 
as polynomiaux et d'autres exponentiels. En�n, dans la sous-se
tion 9.4.2, on montre


omment réduire l'ensemble Fk(S) en un nouvel ensemble [Fk(S)] dont le 
ardinal est

toujours polynomial en k.

9.4.1 Cardinal asymptotique de Fk(S)

On étudie le 
ardinal asymptotique de Fk(S) en fon
tion de k. Remarquons qu'il est

majoré par

card(Σ)k+1−1
card(Σ)−1 . Cependant, les expérimentations que l'on a réalisées ave
 l'outil

Fast, nous ont montrées que 
ette borne exponentielle dans le 
as le pire n'est jamais at-

teinte en pratique. En e�et, on observe plut�t une taille de Fk(S) polynomiale en k. Pour
expliquer 
e dé
alage entre la borne exponentielle théorique et la borne polynomiale en pra-

tique, on 
ara
térise les 
lasses de parties de Zm
à interse
tion exponentielle, polynomiale,

ou 
onstante.
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Dé�nition 9.26

Pour une partie X ⊆ Zm
, la 
lasse Γn(X) de parties de Zm

est dé�nie par :

Γn(X) = {
⋂

v∈V

(X − v); V ⊆ {−n, . . . , n}m}

Dé�nition 9.27

Une partie X ⊆ Zm
est à interse
tion exponentielle (resp. polynomiale, 
onstante) si le


ardinal asymptotique de Γn(X) est exponentiel (resp. polynomial, 
onstant) en n.

Remarque 9.28

La partie Zm
est à interse
tion 
onstante 
ar pour tout n > 0, on a Γn(X) = {Zm}. La

partie X = {0} ⊆ Zm
est à interse
tion polynomiale 
ar Γn(X) = {Zm, ∅} ∪ {{b}; b ∈

Zm; ||b||∞ 6 n}. La partie X = Zm\{0} n'est pas à interse
tion polynomiale 
ar Γn(X) =
{Zm\V ; V ⊆ {−n, . . . , n}m}.

Dans la sous-se
tion 9.4.1.1, on 
ara
térise les parties de Zm
à interse
tion 
onstante.

Puis, dans la sous-se
tion 9.4.1.2, on montre qu'un polyèdre est à interse
tion polynomiale.

On déduit de 
e résultat que le 
ardinal asymptotique de Fk(S) est polynomial en k pour

les systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont des polyèdres.

En�n, dans la sous-se
tion 9.4.1.3, un exemple de parties à interse
tion exponentielle mais

non polynomiale montrera que le 
ardinal de Fk(S) peut-être exponentiel même pour

un système à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont Presburger-

dé�nissables.

9.4.1.1 Les parties à interse
tion 
onstante

On 
ara
térise exa
tement les parties à interse
tion 
onstante en montrant que 
e sont

exa
tement les semi-réseaux.

Dé�nition 9.29

Un semi-réseau X de Zm
est une partie de Zm

telle qu'il existe p ∈ N∗
véri�ant X+p.Zm =

X.

Remarque 9.30

Rappelons ([Tau92℄) qu'un réseau X de Zm
est une partie de Zm

telle qu'il existe une

partie �nie P ⊆ Zm
telle que X =

∑

p∈P Z.p. Pour ne par rentrer dans trop de détails

te
hniques inutiles pour notre étude, on n'introduit pas la notion de réseau.

Le lemme suivant montre qu'un semi-réseau est la répétition d'un même motif dans

toutes les dire
tions de p.Zm
.

Lemme 9.31

Soient X un semi-réseau et p ∈ N∗
tels que X + p.Zm = X. On a l'égalité suivante :

X = (X ∩ {0, . . . , p− 1}m) + p.Zm
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Démonstration :

Considérons Y = X ∩ {0, . . . , p − 1}m. Comme X + p.Zm = X, on déduit de Y ⊆
X l'in
lusion Y + p.Zm ⊆ X. Ré
iproquement, 
onsidérons x ∈ X. Pour 
haque i ∈
{1, . . . ,m}, notons yi ∈ {0, . . . , p− 1} l'unique entier tel que xi− yi est divisible par p. On
a alors y ∈ {0, . . . , p− 1}m. De plus, par 
onstru
tion il existe z ∈ Zm

tel que x− y = p.z.
Comme X + pZm = X, on déduit de y = x − p.z que y ∈ X. Ainsi y ∈ Y . On a don


prouvé X ⊆ Y + p.Zm
. �

On peut alors 
ara
tériser les parties à interse
tion 
onstante.

Théorème 9.32

La 
lasse des parties à interse
tion 
onstante est la 
lasse des semi-réseaux.

Démonstration :

Considérons un semi-réseau X. Il existe p ∈ N∗
tel que X + p.Zm = X. Pour toute

partie V ⊆ {−n, . . . , n}m, on a

⋂

v∈V (X − v) = [
⋂

v∈V (X − v)] + p.Zm
. Posons BV =

(
⋂

v∈V (X − v))∩ {0, . . . , p− 1}m. Le lemme 9.31 montre que

⋂

v∈V (X − v) = BV + p.Zm
.

On a don
 prouvé la majoration card(Γn(X)) 6 2pm
. Ainsi X est à interse
tion 
onstante.

Ré
iproquement, 
onsidérons une partie X à interse
tion 
onstante. Remarquons que

si X est vide alors X est un semi-réseau. On peut don
 supposer que X est non vide.

Comme la suite (Γn(X))n>0 est une suite 
roissante pour l'in
lusion, et de 
ardinal borné,

elle est stationnaire. Ainsi, il existe un entier n0 > 0 tel que pour tout n > n0, on a

Γn(X) = Γn0(X). La 
lasse Γ∗(X) =
⋃

n>0 Γn(X) est don
 �nie. Pour tout i ∈ {1, . . . ,m},

omme (X−n.ei)n>0 est une suite de l'ensemble �ni Γ∗(X), il existe deux entiers distin
ts

n′ > n tels que X − n.ei = X − n′.ei. Posons pi = n′ − n ∈ N∗
. On a alors X + pi.ei = X.

Considérons le pg
d p de tous les pi. Par 
onstru
tion de p, on a bien l'égalitéX+p.Zm = X.

�

Rappelons le lien entre la logique et les semi-réseaux dans le lemme suivant.

Lemme 9.33

Une partie X ⊆ Zm
est un semi-réseau si et seulement elle est dé�nissable dans la logique

φ := t = c[k]|φ ∧ φ|φ ∨ φ|¬φ.

Démonstration :

Soit X ⊆ Zm
. Supposons qu'il existe p ∈ N∗

et B ⊆ {0, . . . , p − 1}m tels que X =
B + p.Zm

. Pour prouver que X est dans la logique φ := t = c[k]|φ ∧ φ|φ ∨ φ|¬φ, on peut

supposer que B est réduit à un point b ∈ Zm
. Or la formule

∧m
i=1(xi = bi[p]) dé�nie la

partie b+ p.Zm
.

Ré
iproquement, supposons que X soit dé�nie par une formule φ dans la logique φ :=
t = c[k]|φ ∧ φ|φ ∨ φ|¬φ. Considérons le pg
d p des entiers k intervenant dans la formule φ
et remarquons que l'on a alors X + p.Zm = X. �

On a don
 
ara
térisé les parties à interse
tion 
onstante. Cette 
ara
térisation sera

utile dans la sous se
tion suivante pour étudier les parties à interse
tion polynomiale. En

e�et, une partie à interse
tion 
onstante est en parti
ulier à interse
tion polynomiale.
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9.4.1.2 Les parties à interse
tion polynomiale

En montrant que la 
lasse des parties à interse
tion polynomiale est stable par inter-

se
tion �nie, on prouve que tout polyèdre généralisé (l'interse
tion d'un polyèdre ave
 un

semi-réseaux) est à interse
tion polynomiale. On déduit de 
e résultat que pour un système

à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont des polyèdres généralisés,

la taille asymptotique de Fk(S) est polynomiale en k.

On 
ommen
e par 
ara
tériser les fon
tions a�nes laissant stable par image inverse les

parties à interse
tion polynomiale.

Proposition 9.34

Soit f : D → Zm
une fon
tion a�ne dé�nie sur une partie D ⊆ Zm

. Les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

� D est à interse
tion polynomiale.

� Pour tout X à interse
tion polynomiale, f−1(X) est à interse
tion polynomiale.

Démonstration :

Une des impli
ations est évidente. En e�et, si pour tout X à interse
tion polynomiale,

f−1(X) est à interse
tion polynomiale, 
omme en parti
ulier Zm
est à interse
tion polyno-

miale, la partie D = f−1(Zm) est à interse
tion polynomiale. Ré
iproquement, 
onsidérons

une fon
tion a�ne f : D → Zm
telle que D est à interse
tion polynomiale. Montrons que

pour tout X à interse
tion polynomiale, f−1(X) est à interse
tion polynomiale. Comme f
est une fon
tion a�ne, il existe M ∈ Mm(Q) et a ∈ Qm

tels que f(x) = M.x + a pour

tout x ∈ D. On 
onsidère la fon
tion a�ne g : Qm → Qm
dé�nie par g(x) = M.x+ a pour

tout x ∈ Qm
. On a :

⋂

v∈V

(f−1(X)− v) =
⋂

v∈V

((g−1(X) ∩D)− v)

=
⋂

v∈V

(g−1(X)− v)
⋂

v∈V

(D − v)

= g−1(
⋂

v∈V

(X − g(v)))
⋂

v∈V

(D − v)

Remarquons que si V = ∅ alors ⋂v∈V (f−1(X) − v) = Zm
. On peut don
 supposer que

V 6= ∅. Considérons alors un élément v0 ∈ V . On suppose que

⋂

v∈V (f−1(X)− v) est non
vide. On va montrer que g(V ) ⊆ g(v0) + Zm

. Comme

⋂

v∈V (f−1(X) − v) est non vide,

l'interse
tion

⋂

v∈V (X − g(v)) est non vide. Ainsi, il existe y0 ∈
⋂

v∈V (X − g(v)). Comme

v0 ∈ V , il existe x0 ∈ X tel que y0 = x0 − g(v0). De même, pour tout v ∈ V , il existe
x ∈ X tel que y0 = x − g(v). Ainsi, g(v) = g(v0) + (x − x0). Comme x − x0 ∈ Zm

, on a

prouvé que g(V ) ⊆ g(v0) + Zm
. Posons W = g(V )− g(v0). On a alors :

⋂

v∈V

(f−1(X)− v) = g−1

(

g(v0) + (
⋂

w∈W

(X − w))

)

⋂

v∈V

(D − v)

Majorons la norme in�ni des éléments de W en fon
tion de n. Soit w ∈W . Il existe v ∈ V
tel que w = g(v)− g(v0). Don
 ||w||∞ 6 m. ||M ||∞ .(||v||∞ + ||v0||∞) 6 2.m. ||M ||∞ .n. On
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a don
 prouvé la majoration suivante :

card(Γn(f−1(X))) 6 2 + (2.n+ 1)m.card(Γ2.m.||M ||∞.n(X)).card(Γn(D))

Ainsi, f−1(X) est à interse
tion polynomiale. �

On peut alors prouver le théorème suivant, justi�ant l'étude des parties à interse
tion

polynomiale.

Théorème 9.35

Soit S un système à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont à

interse
tion polynomiale. Le 
ardinal asymptotique de Fk(S) est polynomial en k.

Démonstration :

Considérons un système à 
ompteurs à monoïde �ni (S, (Ma, va)a∈Σ) dé�ni sur des

domaines de dé�nition à interse
tion polynomiale. On note gσ : Qm → Qm
la fon
tion

a�ne dé�nie par gσ(x) = Mσ.x+vσ pour tout x ∈ Qm
. On 
onsidère des entiers cS , dS ∈ N∗

véri�ant la proposition 7.13.

Considérons une suite (ai)16i6n ave
 n > 1 de Σ et posons σ = a1 . . . an, σ0 = ε et σi =
a1 . . . ai pour i ∈ {1, . . . , n}. La partie I(M,a)(σ) = {i ∈ {1, . . . , |σ|}; Mσi−1 = M ; ai = a}
permet de dé
rire fa
ilement le domaine de dé�nition Dσ de la fon
tion fσ :

Dσ = g−1
0 (Da1) ∩ g−1

1 (Da2) ∩ · · · ∩ g−1
n−1(Dan)

=
⋂

(M,a)

i∈I(M,a)(σ)

(dS.M)−1(dS.Da − dS .vσi−1)

Comme dS .Z
m
est un semi-réseaux, la proposition 9.32 montre que dS .Z

m
est à interse
tion

polynomiale. En utilisant la fon
tion a�ne dS .Z
m → Zm

qui à x asso
ie

1
dS
.x, on déduit de

la proposition 9.34 que dS .Da est à interse
tion polynomiale. La pré
édente égalité montre

que le 
ardinal de {Dσ; |σ| 6 k} est borné par ∏(M,a) ΓcS .k(dS .Da). Comme le 
ardinal de

{gσ; |σ| 6 k} est borné par card(MS).(2.cS.k+ 1)m
, on a prouvé la majoration suivante :

card(Fk(S)) 6 card(MS).(2.cS.k + 1)m.

(

∏

a

card(ΓcS .k(dS .Da))

)card(MS)

Ainsi, card(Fk(S)) est majoré par un polyn�me en k. �

On se propose d'appliquer le théorème pré
édent au 
as des polyèdres généralisés. Pour


ela, on va montrer que la 
lasse des parties à interse
tion polynomiale est stable par

interse
tion �nie et 
ontient les demi-espa
es de Zm
.

Dé�nition 9.36

Un polyèdre généralisé est l'interse
tion d'un polyèdre et d'un semi-réseau.

Remarque 9.37

Comme Zm
est un semi-réseau, un polyèdre est un 
as parti
ulier de polyèdres généralisés.
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Proposition 9.38

La 
lasse des parties à interse
tion polynomiale est stable par interse
tion �nie.

Démonstration :

Considérons une suite �nie (Xi)i∈I de parties à interse
tion polynomiale et posons

X =
⋂

i∈I Xi. Soit V ⊆ {−n, . . . , n}m, on a :

⋂

v∈V

(X − v) =
⋂

i∈I

(
⋂

v∈V

(Xi − v))

De l'égalité pré
édente, on déduit la majoration suivante :

card(Γn(X)) 6
∏

i∈I

card(Γn(Xi))

Ainsi, la partie X est à interse
tion polynomiale. �

Proposition 9.39

Tout demi-espa
e de Zm
est à interse
tion polynomiale.

Démonstration :

Soit X un demi-espa
e de Zm
. Il existe α ∈ Qm

et c ∈ Q tels que X = {x ∈
Zm; 〈α, x〉 6 c}. Quitte à multiplier α et c par un entier non nul assez grand, on

peut supposer que α ∈ Zm
et c ∈ Z. Considérons une partie V ⊆ {−n, . . . , n}m non

vide. La partie

⋂

v∈V (X − v) est alors dé�nie par la formule 〈α, x〉 6 c + cV où cV =

min({〈α, v〉 ; v ∈ V })). Comme | 〈α, v〉 | 6
√

〈α, α〉.
√

〈v, v〉 6
√

〈α, α〉.nm
, on a cV ∈

{−
√

〈α, α〉.nm, . . . ,
√

〈α, α〉.nm} ∩ Z. Comme la partie

⋂

v∈V (X − v) est dé�nie par la

formule 〈α, x〉 6 c+ cV , on a prouvé la majoration suivante :

card(Γn(X)) 6 2.(
√

〈α, α〉.nm + 1)

On a don
 prouvé que card(Γn(X)) est polynomial en n. �

Comme un polyèdre généralisé est une interse
tion �nie de semi-réseaux et de demi-

espa
es, on déduit les 
orollaires suivants :

Corollaire 9.40

Un polyèdre généralisé est à interse
tion polynomiale.

Corollaire 9.41

Soit S un système à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont des

polyèdres généralisés. Le 
ardinal asymptotique de Fk(S) est polynomial en k.

Le 
orollaire pré
édent explique pourquoi en pratique, le 
ardinal asymptotique de

Fk(S) est polynomial en k. En e�et, sur plus de 40 exemples de systèmes à 
ompteurs

analysés ave
 Fast, seuls 2 ne rentraient pas dans le 
adre du 
orollaire pré
édent (pour


es deux exemples, le monoïde est in�ni).
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Quand les domaines de dé�nition du système S sont Presburger-dé�nissables, on pour-

rait envisager de dé
omposer 
es domaines 
omme une union �nie de polyèdres généralisés

(voir la proposition 9.42). Cependant, on ne sait pas dé
omposer e�
a
ement une partie

Presburger-dé�nissable représentée par un UBA en une union �nie d'UBA représentant

des polyèdres généralisés (problème ouvert 5.15).

Proposition 9.42

Une partie X ⊆ Zm
est Presburger-dé�nissable si et seulement si 
'est une union �nie de

polyèdres généralisés.

Démonstration :

Considérons une partieX Presburger-dé�nissable. Il existe une formule de Presburger φ
dé�nissant X. Un algorithme d'élimination des quanti�
ateurs montre que φ est équivalente
à une disjon
tion de formules de la forme

∧

α,c(〈α, x〉 6 c)
∧

α,c,k(〈α, x〉 = c[k]). Ainsi,
X est une union �nie de polyèdres généralisés. Un polyèdre généralisé étant Presburger-

dé�nissable, la ré
iproque est immédiate. �

Remarque 9.43

La partie X = {2n; n > 0} est à interse
tion polynomiale. Il existe don
 des parties à

interse
tion polynomiale qui ne sont pas Presburger-dé�nissables. La 
ara
térisation des

parties Presburger-dé�nissables à interse
tion polynomiale est un problème di�
ile.

Problème ouvert 9.44

Cara
tériser les parties Presburger-dé�nissables à interse
tion polynomiale.

9.4.1.3 Les parties à interse
tion exponentielle

À partir d'une partie Presburger-dé�nissable à interse
tion exponentiel mais non poly-

nomial, on déduit un exemple de système à 
ompteurs S à monoïde �ni dont les domaines

de dé�nition sont Presburger-dé�nissables et tel que le 
ardinal de Fk(S) est exponentiel

en k.

Lemme 9.45

La partie X = {(x1, x2) ∈ N2; x1 6= x2} n'est pas à interse
tion polynomiale.

Démonstration :

En e�et, Γn(X) 
ontient toutes les parties
⋂

i∈I X − (0, i) =
⋂

i∈I{(x1, x2) ∈ N2; x1 +
i 6= x2} pour tout I ⊆ {0, . . . , n} ave
 0 ∈ I. Ainsi card(Γn(X)) > 2n

qui n'est don
 pas

polyn�mial. �

Exemple 9.46

Soit Sexp = (N2,Σ, (Ra)a∈Σ) le système à 
ompteurs à monoïde �ni dé�ni par Σ = {a, b}
et par

{

(x1, x2)→a (x1, x2) pour tout (x1, x2) ∈ {(x1, x2) ∈ N2; x1 6= x2}
(x1, x2)→b (x1 + 1, x2) pour tout (x1, x2) ∈ N2
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Proposition 9.47

Pour tout entier n > 1, on a card(F3.n(Sexp)) > 2n
.

Démonstration :

Soit n > 1. Considérons une partie I ⊆ {1, . . . , n}. Les suites (uI
i )16i6n et (wI

i )16i6n

de Σ∗
sont dé�nies par :

uI
i =

{

bb si i ∈ I
b si i 6∈ I

wI
i =

{

ε si i ∈ I
b si i 6∈ I

Soit σI = (uI
naw

I
n) . . . (uI

1aw
I
1). Le domaine de dé�nition DI de fσI est donné par l'égalité

suivante :

DI =

n
⋂

i=1

{(x1, x2) ∈ N2; x1 + 2.(i− 1) + |wI
i | 6= x2}

Considérons alors une autre partie I ′ ⊆ {1, . . . , n} telle que I 6= I ′ et montrons que

DI 6= DI′ . Soit il existe i ∈ I tel que i 6∈ I ′ soit il existe i ∈ I ′ tel que i 6∈ I. Par symétrie,

on peut supposer qu'il existe i ∈ I tel que i 6∈ I ′. Remarquons que (0, 2.(i− 1) + 1) ∈ DI

alors que (0, 2.(i− 1) + 1) 6∈ DI′ . Ainsi, on a bien prouvé que DI 6= DI′ .

Comme pour toute partie I ⊆ {1, . . . , n}, on a |σI | = 3.n, on a prouvé la minoration

card(F3.n(Sexp)) > 2n
. �

9.4.2 Rédu
tion de Fk(S)

On a montré dans la pré
édente se
tion que le 
ardinal de Fk(S) pouvait-être expo-

nentiel en k. Pour obtenir une taille polynomial en k quelque soit le système à 
ompteur à

monoïde �ni S, on va étudier dans 
ette se
tion une méthode de rédu
tion de l'ensemble

Fk(S).

Dans la sous-se
tion 9.4.2.1, on introduit la notion de rédu
tion d'un ensemble de fon
-

tions a�nes dé
orées. Cette rédu
tion est appliquée à l'ensemble Fk(S) dans la sous-se
tion
9.4.2.2. On prouve alors que le réduit de Fk(S) est 
al
ulable en temps polynomial en fon
-

tion de k. En�n, l'a

élération des fon
tions réduite est étudiée dans la sous-se
tion 9.4.2.3.

Toutes les fon
tions a�nes dé
orées (f,Mf , vf ) de 
ette se
tion sont dé�nies sur une

partie Df ⊆ Zm
et à valeur dans Zm

.

Dé�nition 9.48

Soient F1 et F2 deux ensembles de fon
tions a�nes dé
orées. On note F1◦F2 = {f1◦f2; f1 ∈
F1; f2 ∈ F2}.



174 A

essibilité par a

élération

9.4.2.1 Rédu
tion d'un ensemble de fon
tions a�nes dé
orées

À partir de deux fon
tions a�nes f et g de même dé
oration (f,M, v) et (g,M, v), on
peut 
onstruire une unique fon
tion a�ne dé
orée (h,M, v) dont le domaine de dé�nition

est l'union des domaines de dé�nition de f et g. Cette nouvelle fon
tion a�ne a de bonnes

propriétés vis-à-vis de l'a

essibilité 
ar pour tout X ⊆ Zm
, on a :

{

f(X) ∪ g(X) = h(X)

f−1(X) ∪ g−1(X) = h−1(X)

Après avoir dé�ni la rédu
tion, on montre que la rédu
tion 
ommute ave
 l'union et la


omposition.

Dé�nition 9.49

Le réduit d'un ensemble F de fon
tions a�nes dé
orées est l'ensemble [F ] des fon
tions

a�nes dé
orées (g,Mg, vg) telles que le domaine de dé�nitionDg dé�ni par l'égalité suivante

est non vide.

Dg =
⋃

(f,Mf ,vf )∈F

(Mf ,vf )=(Mg,vg)

Df

Proposition 9.50

Soit F un ensemble �ni de fon
tions a�nes dé
orées. On a :

card([F ]) 6 card(F )

Démonstration :

Par dé�nition immédiate du réduit. �

Le lemme te
hnique suivant est utilisé pour démontrer que la rédu
tion 
ommute ave


l'union et la 
omposition.

Lemme 9.51

Soient F1 et F2 deux ensembles de fon
tions a�nes dé
orées tels que

� pour tout (f1,M, v) ∈ F1 et pour tout x ∈ Df1 , il existe (f2,M, v) ∈ F2 véri�ant

x ∈ Df2 , et

� pour tout (f2,M, v) ∈ F2 et pour tout x ∈ Df2 , il existe (f1,M, v) ∈ F1 véri�ant

x ∈ Df1 .

Alors [F1] = [F2].

Démonstration :

Par symétrie, il su�t de montrer l'in
lusion [F1] ⊆ [F2]. Remarquons que si [F1] = ∅
alors l'in
lusion est triviale. On peut don
 supposer que [F1] 6= ∅. Considérons (g,M, v) ∈
[F1] et x ∈ Dg. Par dé�nition de Dg, il existe (f1,M, v) ∈ F1 telle que x ∈ Df1 . Par

hypothèse, il existe (f2,M, v) ∈ F2 telle que x ∈ Df2 . Par dé�nition du réduit, il existe une

unique fon
tion a�ne g′ telle que (g′,M, v) ∈ [F2]. De plus, 
omme x ∈ Df2 , on a x ∈ Dg′ .
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On a don
 prouvé que Dg ⊆ Dg′ . Considérons alors x ∈ Dg′ . Il existe (f2,M, v) ∈ F2 telle

que x ∈ Df2 . Par hypothèse du lemme, il existe une fon
tion (f1,M, v) ∈ F1 telle que

x ∈ Df1 . Par dé�nition du réduit, on a x ∈ Dg. Ainsi, Dg = Dg′ . Comme pour tout x ∈ Dg

on a g(x) = M.x+ v et pour tout x ∈ Dg′ on a g′(x) = M.x+ v, on a prouvé que g = g′.
Ainsi, (g,M, v) ∈ [F2]. On a prouvé l'in
lusion [F1] ⊆ [F1]. �

Corollaire 9.52

Soient F1 et F2 deux ensembles de fon
tions a�nes dé
orées. On a

[F1 ∪ F2] = [[F1] ∪ [F2]]

Proposition 9.53

Soient F1 et F2 deux ensembles de fon
tions a�nes dé
orées. On a

[F1 ◦ F2] = [[F1] ◦ [F2]]

Démonstration :

On va utiliser le lemme 9.51 pour prouver l'égalité.

Montrons que pour tout (g,M, v) ∈ F1 ◦ F2 et pour tout x ∈ Dg, il existe (g′,M, v) ∈
[F1] ◦ [F2] véri�ant x ∈ Dg′ . Si pour tout (g,M, v) ∈ F1 ◦F2 on a Dg = ∅, alors la propriété
est prouvée. On peut don
 supposer qu'il existe (g,M, v) ∈ F1 ◦ F2 telle que Dg 6= ∅.
Considérons une telle fon
tion a�ne dé
orée (g,M, v) ∈ F1 ◦ F2 et un ve
teur x ∈ Dg. Il

existe (f1,M1, v1) ∈ F1 et (f2,M2, v2) ∈ F2 telles que (f1,M1, v1)◦(f2,M2, v2) = (g,M, v).
De Dg 6= ∅, on déduit Df1 6= ∅ et Df2 6= ∅. Comme (f1,M1, v1) ∈ F1 et Df1 6= ∅,
il existe (f ′1,M1, v1) ∈ [F1]. De même, 
omme (f2,M2, v2) ∈ F2 et Df2 6= ∅, il existe
(f ′2,M2, v2) ∈ [F2]. Par dé�nition du réduit, on a Df1 ⊆ Df ′

1
et Df2 ⊆ Df ′

2
. Posons

g′ = f ′1 ◦f ′2. De Df1◦f2 ⊆ Df ′
1◦f

′
2
, on obtient x ∈ Dg′ . Comme (g,M, v) ∈ [F1]◦ [F2], on bien

prouvé que pour tout (g,M, v) ∈ F1◦F2 et pour tout x ∈ Dg, il existe (g′,M, v) ∈ [F1]◦[F2]
véri�ant x ∈ Dg′ .

Montrons alors que pour tout (g,M, v) ∈ [F1] ◦ [F2] et pour tout x ∈ Dg, il existe

(g′,M, v) ∈ F1 ◦ F2 véri�ant x ∈ Dg′ . Si pour tout (g,M, v) ∈ [F1] ◦ [F2] on a Dg = ∅,
alors la propriété est prouvée. On peut don
 supposer qu'il existe (g,M, v) ∈ [F1] ◦ [F2]
telle que Dg 6= ∅. Considérons une telle fon
tion a�ne dé
orée (g,M, v) ∈ [F1] ◦ [F2] et
un ve
teur x ∈ Dg. Il existe (f1,M1, v1) ∈ [F1] et (f2,M2, v2) ∈ [F2] tels que (g,M, v) =
(f1,M1, v1) ◦ (f2,M2, v2). Comme x ∈ Dg, on a x ∈ Df2 et f2(x) ∈ Df1 . Par dé�nition du

réduit, il existe (f ′2,M2, v2) ∈ F2 telle que x ∈ Df ′
2
et il existe (f ′1,M1, v1) ∈ F1 telle que

f2(x) ∈ Df ′
1
. Comme x ∈ Df ′

2
, on a f2(x) = M2.x+v2 = f ′2(x). Ainsi, on a bien x ∈ Df ′

1◦f
′
2
.

Posons g′ = f ′1 ◦ f ′2. Comme x ∈ Dg′ et (g′,M, v) ∈ F1 ◦ F2, on bien prouvé que pour tout

(g,M, v) ∈ [F1] ◦ [F2] et pour tout x ∈ Dg, il existe (g′,M, v) ∈ F1 ◦ F2 véri�ant x ∈ Dg′ .

D'après le lemme 9.51, on a prouvé l'égalité [F1 ◦ F2] = [[F1] ◦ [F2]]. �

9.4.2.2 Cal
ul polynomial en k de [Fk(S)]

On va alors s'intéresser au réduit [Fk(S)] pour un système S à monoïde �ni dont les

domaines de dé�nition sont UBA-représentables. En plus de prouver que le 
ardinal de
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et ensemble est polynomial en k, on montre qu'il est 
al
ulable en temps polynomial

en fon
tion de k. Cela est vraiment surprenant 
ar l'on pouvait s'attendre à un 
oût au

minimum exponentiel du à la taille des UBA représentant les domaines de dé�nition des

fon
tions réduites.

Par dé�nition du réduit, on peut fa
ilement montrer que le 
ardinal de [Fk(S)] est
polynomial en k.

Proposition 9.54

Pour tout système à 
ompteurs S à monoïde �ni, le 
ardinal de [Fk(S)] est en O(km).

Démonstration :

Considérons un système à 
ompteurs dé
oré (S, (Ma, va)a∈Σ) à monoïde �ni. On 
onsi-

dère cS , dS ∈ N∗
véri�ant la proposition 7.13. Par dé�nition du réduit, pour tout σ ∈ Σ6k

,

il existe une unique fon
tion a�ne g telle que (g,Mσ, vσ) ∈ [Fk(S)]. Comme dS .vk ∈ Zm

et ||dS .vk||∞ 6 cS .k, on a :

card([Fk(S)]) 6 card(MS).(2.cS.k + 1)m

On a ainsi prouvé la proposition. �

Après avoir dé�ni la taille d'un ensemble �ni de fon
tions a�nes dé
orées dont les

domaines de dé�nition sont UBA-représentables, on montre que la taille de [Fk(S)] est
polynomial en k.

Dé�nition 9.55

La taille d'un ensemble �ni de fon
tions a�nes dé
orées dont les domaines de dé�nition

sont UBA-représentables est égale à :

taille(F ) =
∑

(f,Mf ,vf )∈F

taille(A(Df )) + taille(Mf ) + taille(vf )

Proposition 9.56

La taille asymptotique de [Fk(S)] est en O(k2.m).

Démonstration :

D'après la proposition 7.14, il existe une 
lasse �nie de parties CS telle que pour tout

w ∈ Σ∗
r et pour tout σ ∈ Σ∗

, on a :

|w| > m.
ln(1 + |σ|)

ln(r)
=⇒ γ−1

w (Dσ) ∈ CS

De plus, d'après la proposition 7.13, il existe deux entiers cS , dS ∈ N∗
tels que pour tout

σ ∈ Σ∗
, on a dS .vσ ∈ Zm

et ||dS .vσ||∞ 6 cS .|σ|.
Rappelons que le 
ardinal de [Fk(S)] est en km

(proposition 9.54). Il su�t don
 de

prouver que taille(Df ), taille(Mf ) et taille(vf ) sont en km
pour (f,Mf , vf ) ∈ [Fk(S)].

Comme taille(Mf ) 6 max({taille(M); M ∈MS}) et taille(vf ) 6 ln(1+dS)+ ln(1+cS .k),
il su�t de majorer taille(Df ) par une fon
tion en km

. Par dé�nition du réduit, il existe
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une partie Uf ⊆ Σ6k
telle que Df =

⋃

σ∈Uf
Dσ. Ainsi pour tout mot w ∈ Σ∗

r tel que

w > m. ln(1+k)
ln(r) , on a γ−1

w (Df ) dans la 
lasse �nie C de parties de Nm
dé�nie par :

C = {
⋃

X∈F

X; F ⊆ CS}

On a don
 prouvé la majoration suivante :

taille(A(Df )) 6
1

r − 1
(1 + k)m + card(C)

Ainsi, taille([Fk(S)]) est en O(k2.m). �

Pour 
al
uler e�
a
ement [Fk(S)], on ne va pas 
al
uler [Fk(S)] en fon
tion de Fk(S)

ar 
e dernier peut être exponentiel en k. En fait, en le 
al
ulant par ré
urren
e en fon
tion

de [Fk−1(S)], on montre que l'on obtient un algorithme polynomial en k.

Proposition 9.57

Soit (S, (Ma, va)a∈Σ) un système à 
ompteurs à monoïde �ni et FS = [{(id
Z

m , I, 0)} ∪
{(fa,Ma, va); a ∈ Σ}]. On a la ré
urren
e suivante :

{

[F1(S)] = FS

[Fk+1(S)] = [[Fk(S)] ◦ FS ] pour k > 1

Démonstration :

D'après le 
orollaire 9.52 et la proposition 9.53, on déduit de Fk+1(S) = Fk(S) ◦ FS ,

l'égalité [Fk+1(S)] = [[Fk(S)] ◦ FS ]. �

On peut alors prouver que le 
al
ul de [Fk(S)] est polynomial en k.

Théorème 9.58

Soit S un système à 
ompteurs à monoïde �ni. L'ensemble [Fk(S)] est 
al
ulable en temps

polyn�mial en fon
tion de k.

Démonstration :

Soit G un ensemble réduit de fon
tions a�nes dé
orées. Par dé�nition du réduit, pour

tout (M, v) ∈Mm(Q)×Qm
, il existe au plus une fon
tion a�ne g telle que (g,M, v) ∈ G.

Quand une telle fon
tion existe, on la note G(M, v). Si une telle fon
tion n'existe pas, on

note G(M, v) = (g∅,M, v) la fon
tion a�ne dé
orée dé�nie sur l'ensemble vide. On note

DG le sous ensemble des 
ouples (M, v) ∈ Mm(Q) × Qm
tels que G(M, v) n'est pas la

fon
tion dé�nie sur l'ensemble non vide.

Posons Gk = [Fk(S)]. D'après la proposition 9.56, il su�t de montrer que l'on peut


al
uler Gk+1 en fon
tion de Gk en temps polynomial en fon
tion de k. La proposition 9.57

montre que Gk+1 = [Gk ◦ [FS ]] = [Gk ◦ FS ] où FS = {(id
Z

m , I, 0)} ∪ {(fa,Ma, va); a ∈ Σ}.
Considérons l'ensemble Dk+1 dé�ni par :

Dk+1 = {(Mk.M,Mk.v + vk); (Mk, vk) ∈ DGk
; (M, v) ∈ DF }
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On a alors l'in
lusion DGk+1
⊆ Dk+1 où Dk+1 est 
al
ulable en temps polynomial en

fon
tion de k. De plus, pour tout (M ′, v′) ∈ Dk+1, le domaine de dé�nition de la fon
tion

Gk+1(M
′, v′) est donné par :

DGk+1(M ′,v′) =
⋃

(f,M,v)∈F

(Mk,vk)∈DGk

M ′=Mk.M

v′=Mk.v+vk

f−1(DGk(Mk,vk))

Pour 
haque fon
tion a�ne dé
orée (f,M, v) ∈ F , on 
onsidère l'UBA Af représentant

la relation x′ = f(x). D'après le théorème 7.3, on peut 
al
uler pour toute partie X
représentée par l'UBA A(X), l'UBA A(f−1(X)) en temps O((taille(A(X)) + 1)taille(Af )).
Ainsi, A(DGk+1(M ′,v′)) est 
al
ulable en temps polynomial en k 
omme le montre l'égalité

suivante :

O

















∏

(f,M,v)∈F

∏

Mk∈MS

M ′=Mk.M

(taille(A(DGk(Mk,v′−Mk.v))) + 1)taille(Af )

















= O
(

taille(Gk)
taille(FS).card(MS)

)

L'ensemble Gk+1 est alors 
al
ulable en temps polynomial en k en utilisant l'égalité sui-

vante :

Gk+1 =
⋃

(M ′,v′)∈Dk+1

DGk+1(M ′,v′) 6=∅

{(f ′,M ′, v′); Df ′ = DGk+1(M ′,v′)}

�

On a prouvé que l'ensemble [Fk(S)] est 
al
ulable en temps polynomial en k. Dans la
sous-se
tion suivante, on montre 
omment utiliser 
et ensemble pour 
al
uler Post∗S(X) ou
Pre∗S(X) par a

élération de fon
tions dans [Fk(S)].

9.4.2.3 A

élération de fon
tions réduites

On montre 
omment utiliser les fon
tions a�nes de [Fk(S)] pour 
al
uler l'ensemble

des états a

essibles Post∗S(X) (l'ensemble Pre∗S(X ′) se 
al
ule symétriquement).

Dé�nition 9.59

L'ensemble des 
omposées réduites d'au plus k > 0 a
tions d'un système à 
ompteurs a�ne

dé
oré S est l'ensemble des fon
tions a�nes [Fk(S)].

Rappelons que l'a

élération de toute 
omposée d'a
tions d'un système à 
ompteurs

e�e
tif à monoïde �ni est e�e
tivement représentable par un UBA. Le théorème suivant
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montre que même après rédu
tion, l'a

élération des fon
tions a�nes de [Fk(S)] restent
e�e
tivement représentables par des UBA.

Théorème 9.60

Soit S un système à 
ompteurs e�e
tif à monoïde �ni. L'a

élération de toute fon
tion

a�ne dé
orée de

⋃

k>0[Fk(S)] est e�e
tivement représentable par un UBA. Si de plus les

domaines de dé�nition du système sont Presburger-dé�nissables, alors l'a

élération est

aussi Presburger-dé�nissable.

Démonstration :

Considérons un système à 
ompteur S à monoïde �ni. Pour toute fon
tion a�ne

f ∈ ⋃k>0[Fk(S)], il existe M ∈MS et v ∈ Qm
tels que f(x) = M.x+ v pour tout x ∈ Df .

CommeMS est �ni, on déduit le théorème du théorème 9.18. �

On dé�nit la notion de partie 
al
ulable par a

élération.

Dé�nition 9.61

Soit S un système à 
ompteurs dé
oré. Une partie X ′
est dite 
al
ulable à partie d'une

partie X :

� en n > 0 a

élérations de longueur k s'il existe n fon
tions a�nes f1, ..., fn dans

Fk(S) telles que X ′ = f∗n ◦ · · · ◦ f∗1 (X).
� en n > 0 a

élérations réduites de longueur k s'il existe n fon
tions a�nes g1, ..., gn

dans [Fk(S)] telles que X ′ = g∗n ◦ · · · ◦ g∗1(X).

La proposition suivante est importante 
ar elle montre que l'a

élération de 
omposées

réduites est exa
te vis à vis de l'ensemble des états a

essibles.

Proposition 9.62

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dé
oré et X une partie de Zm
. Pour toute partie X ′


al
ulable par a

élérations ou par a

élérations réduites à partie de X, on a :

X ′ ⊆ Post∗S(X)

Démonstration :

Il su�t de prouver que l'a

élération de toute fon
tion de [Fk(S)] est une relation

in
luse dans la relation d'a

essibilité R∗
S . Considérons une fon
tion (g,M, v) ∈ [Fk(S)] et

un 
ouple (x, x′) tels que x′ ∈ g∗({x}) et montrons que (x, x′) ∈ R∗
S . Il existe i > 0 tel que

x′ = gi(x). Considérons la suite (xn)06n6i dé�nie par la ré
urren
e x0 = x et xn+1 = g(xn).
Par dé�nition du réduit, 
omme pour tout n ∈ {0, . . . , i− 1}, on a xn ∈ Dg, il existe une

fon
tion a�ne (fn,M, v) ∈ Fk(S) telle que xn ∈ Dfn
. Ainsi, on a x′ = fi−1 ◦ · · · f0(x). On

a don
 prouvé que (x, x′) ∈ R∗
S . �

Proposition 9.63

Soit S un système à 
ompteurs a�ne dé
oré et X une partie de Zm
. Si la partie Post∗S(X)

est 
al
ulable par n a

élérations de longueur k, alors elle est aussi 
al
ulable par n a

é-

lérations réduites de longueur k.
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Démonstration :

Il su�t de prouver que l'a

élération de toute fon
tion de Fk(S) est une relation in
luse

dans l'a

élération d'une fon
tion de [Fk(S)]. Considérons alors une fon
tion (f,M, v) ∈
Fk(S). Remarquons que si Df = ∅ alors l'a

élération de 
ette fon
tion est la relation

identité qui est in
luse dans l'a

élération de la fon
tion (id
Z

m , I, 0) ∈ [Fk(S)]. On peut

don
 supposer que Df 6= ∅. Par dé�nition du réduit, il existe alors une fon
tion a�ne

(g,M, v) ∈ [Fk(S)] telle que Df ⊆ Dg. L'a

élération de f est dans 
e 
as une relation

in
luse dans l'a

élération de g. �

On obtient ainsi le 
orollaire suivant :

Corollaire 9.64

Soit S un système à 
ompteur e�e
tif à monoïde �ni et X une partie représentée par

un UBA. Si Post∗S(X) est 
al
ulable par a

élération réduite, alors on peut 
onstruire

e�e
tivement l'UBA A(Post∗S(X)).

Démonstration :

Pour une suite �nie s = g1, . . . gn de fon
tions a�nes de

⋃

k>0[Fk(S)], on note Xs =
g∗n ◦· · ·◦g∗1(X). D'après la proposition 9.62, on a Xs ⊆ Post∗S(X). Le théorème 9.60 montre

que l'UBA A(Xs) est e�e
tivement 
al
ulable.

Montrons que l'on peut e�e
tivement dé
ider si Xs = Post∗S(X). Comme X ⊆ Xs ⊆
Post∗S(X), on a l'égalité Xs = Post∗S(X) si et seulement si fa(Xs) ⊆ Xs pour tout a ∈ Σ.
Ainsi, on peut dé
ider l'égalité Xs = Post∗S(X) en 
onstruisant les UBA A(fa(Xs)).

Si Post∗S(X) est 
al
ulable par a

élération réduite, un algorithme qui énumère toutes

les suites �nies de

⋃

k>0[Fk(S)] termine et 
al
ule bien l'UBA A(Post∗S(X)). �

9.5 Cas où l'a

élération su�t à 
al
uler la relation d'a

essibilité

On s'intéresse à une 
lasse de systèmes à 
ompteurs à monoïde �ni pour lesquels l'a
-


élération su�t pour 
al
uler la relation d'a

essibilité.

Théorème 9.65

Soit S un système à 
ompteurs à monoïde �ni dont les domaines de dé�nition sont égaux

à tous Zm
. Il existe n 
omposées d'a
tions f1, ..., fn dans Fcard(MS)(S) telles que xR∗

Sx
′

si et seulement si :

x′ ∈ f∗n ◦ · · · ◦ f∗1 ({x})
De plus, on peut supposer que n est majoré par :

n 6 3.(card(MS).card(Σ)2)1+card(MS)

Démonstration :

Commençons par prouver que Ma et va sont à 
oe�
ient dans Z. De 0 ∈ Da = Zm
,

on déduit va = fa(0) ∈ Zm
. De même, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, on a ei ∈ Da = Zm

. Ainsi

Ma.ei = fa(ei) − fa(0) ∈ Zm
. Pour 
haque 
omposition d'a
tions σ ∈ Σ∗

, on 
onsidère la

relation a�ne Rσ dé�nie par Rσ = {(x,Mσ.x+ vσ); x ∈ Qm}.
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Comme l'ensemble des mots Σ6card(MS)
est �ni, on peut indexer 
et ensemble Σ6card(MS) =

{wi; 1 6 i 6 c} où c = card(Σ6card(MS))}. Considérons la relation R = R∗
w1
· · ·R∗

wc
.

Posons n0 = 1 + 2.(card(MS).card(Σ))1+card(MS)
.

Montrons que

⋃

σ∈Σ∗ Rσ = Rn0
. D'après la proposition 8.49, pour tout mot σ ∈ Σ∗

,

il existe une suite σ1, ..., σn′
de Σ6card(MS)

telle que n′ 6 n0 et Rσ ⊆ R∗
σ1
· · ·R∗

σn′
. Par


onstru
tion de R, pour tout i ∈ {1, . . . , n′}, on a R∗
σi
⊆ R. On a don


⋃

σ∈Σ∗ Rσ ⊆ Rn0
.

Comme de plus Rwi
⊆ ⋃σ∈Σ∗ Rσ pour tout i, par transitivité de

⋃

σ∈Σ∗ Rσ, on déduit

Rn0 ⊆ ⋃σ∈Σ∗ Rσ.

Remarquons que

(
⋃

σ∈Σ∗ Rσ

)

∩ (Zm × Zm) = R∗
S . Il su�t don
 de prouver l'égalité

suivante :

Rn0 ∩ (Zm × Zm) =

(

w∗
1−−→ · · · w∗

c−−→
)n0

Pour tout mot σ ∈ Σ∗
, on a Rσ ∩ (Zm × Zm) =

σ−→. Comme de plus Rσσ′ = Rσ.Rσ′
et

σσ′

−−→=
σ−→ .

σ′

−→ pour tout σ, σ′ ∈ Σ∗
, une ré
urren
e sur c montre que Rn0 ∩ (Zm × Zm) =

(

w∗
1−−→ · · · w∗

c−−→
)n0

.

Par interse
tion de l'égalité

⋃

σ∈Σ∗ Rσ = Rn0
ave
 Zm × Zm

, on déduit le théorème

ave
 n = c.n0 �

Remarque 9.66

Comme Zm
est Presburger-dé�nissable, on déduit du théorème pré
édent et du théorème

9.60 que la relation d'a

essibilité d'un système à 
ompteurs à monoïde �ni dont les do-

maines de dé�nition sont égaux à Zm
, est e�e
tivement Presburger-dé�nissable.

Remarque 9.67

On peut dé
ider si la relation d'a

essibilité d'un VASS est Presburger-dé�nissable ([Lam94℄).

La question naturelle est de savoir si pour un tel réseau de Petri, l'a

élération su�t à 
al-


uler la relation d'a

essibilité.

Problème ouvert 9.68

Soit S un réseau de Petri dont la relation d'a

essibilité est Presburger-dé�nissable. Peut-on


al
uler par a

élération 
ette relation ?
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CHAPITRE 10

L'outil Fast

Le �Model-Che
king� est une te
hnique utilisée pour véri�er des systèmes 
ritiques,

temps réel, embarqués. Il a donné lieu à la réalisation de nombreux outils e�
a
es tels que

Smv [Smv℄, Spin [Spi℄ ou Design/CPN [Des℄ qui analysent des systèmes dont l'ensemble

des états a

essibles est �ni. Mais les systèmes réels sont souvent intrinsèquement in�nis


ar ils utilisent des paramètres ou des stru
tures non bornées.

Fast ([BFLP03℄) est un outil qui véri�e automatiquement les systèmes à 
ompteurs à

monoïde �ni ave
 des fon
tions a�nes Presburger-dé�nissables. Cet outil 
al
ule prin
ipa-

lement l'ensemble des états a

essibles à partir d'un ensemble d'états initiaux.

Rappelons que la véri�
ation des problèmes de type �safety� [EFM99℄ se réduit à l'a
-


essibilité d'un état à partir d'un ensemble d'états initiaux. Comme 
e problème n'est

pas dé
idable en général ([DFS98℄), au
une garantie de terminaison ne peut-être donnée

pour un semi-algorithme 
al
ulant l'ensemble des états a

essibles. Cependant, le semi-

algorithme implémenté dans Fast, utilisant les te
hniques d'a

élération développées dans

le 
hapitre 9, a prouvé son intéret en 
al
ulant dans plus de 80% des 
as (sur une base de

plus de 40 systèmes à 
ompteurs), une représentation symbolique de l'ensemble des états

a

essibles.

L'outil Fast, est disponible librement dans sa version 1.0 à l'adresse [Fas℄.

10.1 Comparaison ave
 les autres outils

Le tableau 10.1 donne un 
omparatif des outils d'analyse des systèmes à 
ompteurs à

états in�ni. Remarquons que Fast est le seul outil 
al
ulant l'ensemble des états a

essibles

par des a

elérations trouvées automatiquement. C'est en e�et sur 
e point que Fast se

distingue de Lash, en réduisant des 
omposées d'a
tions qui ne peut-être dire
tement

implémenté dans 
e dernier (les domaines de dé�nitions des fon
tions réduites ne sont

alors plus 
onvexes [FL02℄).
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Fast

[Fas℄

N Presburger

−→
x = M.

−→
x +

−→
v oui oui oui oui oui

Mona, UBA

[KMS02℄

Lash

[Las℄

Z polyèdre

−→
x = M.

−→
x +

−→
v oui non oui oui oui NDD [WB00℄

R polyèdre

−→
x = M.

−→
x +

−→
v oui non oui oui oui RVA [BJW01℄

Trex

[Tre℄

[ABS01℄

Z xi 6 xj + c

xi 6 c

xi > c

xi = xj + c

xi = c
oui non oui oui oui

PDBM

[AAB00℄

R

xi = xj

xi = 0
oui non oui oui non PDBM

Brain

[Bra℄

N xi 6 xj + c
−→
x = M.

−→
x +

−→
v non non oui non oui

base & période

[GS66℄ [Huy85℄

[Reu89℄

Babylon

[Bab℄

[DRV01℄

N xi 6 xj + c
−→
x = M.

−→
x +

−→
v non non oui non non CST [DRB02℄

Hyte
h

[Hyt℄

R polyèdre

−→
x = M.

−→
x +

−→
v non non oui oui non polyèdre

Csl-Alv

[Alv℄

Z Presburger Presburger non non oui oui oui

NDD, BDD

Omega,Mona

[Ome℄

[Bry92℄

Tab. 10.1 � Tableau 
omparatif de di�érents outils de 
al
ul d'ensemble d'états a

essibles

10.2 Ar
hite
ture

Fast prend en entrée un �
hier 
ontenant une des
ription du système à 
ompteurs à

analyser, et une stratégie permettant à l'utilisateur d'avoir �un 
ontr�le� de 
e que Fast

doit 
al
uler. On peut ainsi demander un 
al
ul automatique de l'ensemble des états a
-


essibles, ou réaliser des 
onstru
tions plus avan
ées pour analyser in
rémentalement des

systèmes en les dé
omposant en plusieurs sous-systèmes plus simples à analyser. Cette

dernière méthode a été utilisée ave
 su

ès pour véri�er le proto
ole TTP (se
tion 10.3).

Fast est 
onstitué de 7400 lignes de 
odes C++. Les ensembles Presburger-dé�nissables


al
ulés par Fast sont représentés en interne par des UBA minimaux pour la base de

dé
omposition r = 2. On utilise la bibliotheque Mona [KMS02℄ [Mon℄ pour manipuler les

UBA (interse
tion, 
omplémentaire, quanti�
ation et minimisation). Les espa
es a�nes


al
ulés par Fast sont représentés par la te
hnique développée au 
hapitre 3. On utilise

les bibliotheques Gmp [Gmp℄ et LiDIA [Lid℄ pour manipuler des matri
es d'entiers non

bornés. En�n, on utilise la bibliotheque Gtl[Gtl℄ pour représenter les 
ouvertures a�nes

et semi-a�nes d'UBA.
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10.3 Études de 
as

Le tableau 10.2 montre les résultats obtenus ave
 Fast sur un large spe
tre de systèmes

à 
ompteurs, allant du réseau de Petri à l'abstra
tion de programmmes �multi-threaded�

Java provenant en grande partie de [Del℄. Pour 9 des systèmes à 
ompteurs, on n'a pu


al
uler une représentation de l'ensemble des états a

essible. On peut expliquer 
ette

di�
ulté par deux raisons. D'une part, on atteint les limites de la représentation symbolique

par UBA lorsque le nombre de 
ompteurs devient trop grand, et d'autre part, on atteint

les limites de la rédu
tion lorsque le nombre de transitions est trop important.

Dans les sous-se
tions suivantes, on étudie pré
isément deux systèmes à 
ompteurs :

le �Swimming Pool� et le �Moesi�. Le premier est intéressant 
ar on doit a

elérer des


omposées d'a
tions de longeur 4 pour 
al
uler l'ensemble des états a

essibles. On a


hoisit d'étudier le �Moesi�, 
ar un 
al
ul d'enveloppe semi-a�ne étoile permet de véri�er


e proto
ole. En�n, pour 
es deux systèmes, Fast 
al
ule automatiquement une formule de

Presburger dé�nissant l'ensemble des états a

essibles à partir d'un UBA le représentant.

10.3.1 Swimming Pool

On 
onsidère le système à 
ompteurs �Swimming Pool� Ssp ([FO97b℄, [FO97a℄) dé�ni

à la �gure 10.1. C'est un réseau de Petri utilisant 9 
ompteurs dont 2 paramètres (un

paramètre est un 
ompteur dont la valeur n'est pas modi�ée par les transitions), notées

x1, ..., x7, p1, p2. L'ensemble des états initiaux X0 du Swimming Pool est la partie de N9

dé�nie par la formule de Presburger suivante :

(x1 = 0) ∧ (x2 = 0) ∧ (x3 = 0) ∧ (x4 = 0) ∧ (x5 = 0) ∧ (x6 = p1) ∧ (x7 = p2)

On 
her
he a savoir si quelque soit la valeur des paramètres p1 et p2, le système peut rentrer

dans un état bloquant. Rappelons que l'ensemble des états bloquants Xb(S) d'un système

S est dé�ni par :

Xb(S) = {x ∈ E; ∀a ∈ Σ ∀x′ ∈ E (x, x′) 6∈ a−→}
Dans le 
as de Ssp, l'ensemble des états bloquants est don
 dé�ni par la formule de Pres-

burger suivante :

(x6 = 0) ∧ ((x1 = 0) ∨ (x7 = 0)) ∧ (x2 = 0) ∧ (x4 = 0) ∧ (x5 = 0)

La propriété (P ) à véri�er est don
 :

(P ) : ∀q1, q2 Post∗Ssp
(X0 ∩ {p1 = q1 ∧ p2 = q2}) ∩Xb 6= ∅

Dans la sous-se
tion 10.3.1.1, on 
al
ule l'enveloppe a�ne étoile de Ssp ave
 Fast. Cette

enveloppe ne su�ra pas a prouver ou in�rmer la propriété (P). Dans la sous-se
tion 10.3.1.2,

on montre que Fast 
al
ule par a

eleration un UBA représentant l'ensemble des états

a

essibles Post∗Ssp
(X0). De 
et UBA on déduit automatiquement que la propriété (P) est

vraie. En�n, dans la sous-se
tion 10.3.1.3, on prouve que l'ensemble des états a

essibles est

non-quanti�é et on 
al
ule ave
 Fast une formule de Presburger non-quanti�ée dé�nissant


et ensemble.
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Tab. 10.2 � Résulats obtenu ave
 Fast sur un pro
esseur Intel Pentium 933 Mhz ave
 512Mo

Étude de 
as v
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r
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e

s

t

r

a

n

s

i

t

i

o

n

s

t

i

m

e

(

s

)

m

e

m

o

r

y

(

M

B

)

n

.

o

f

s

t

a

t

e

s

n

.

o

f

a







e

l

e

r

a

t

i

o

n

s




y




l

e

l

e

n

g

t

h

n

.

o

f




y




l

e

s

Réseaux de Petri bornés

Produ
er/Consumer 5 3 0.41 2.37 7 3 1 3

Lamport ME 11 9 2.70 2.88 5 11 1 9

Dekker ME 22 22 21.72 5.48 5 36 1 22

RTP 9 12 2.24 2.76 5 8 1 12

Peterson ME 14 12 4.97 3.78 5 12 1 12

Reader/Writer 13 9 9.68 23.14 9 23 1 9

Réseaux de Petri

CSM 13 13 45.57 6.31 6 32 2 35

FMS 22 20 157.48 8.02 21 23 2 46

Multipoll 17 20 22.96 5.13 35 13 1 20

Kanban 16 16 10.43 6.54 4 2 1 16

Mesh2x2 32 32 > 1800 - - - - -

Mesh3x2 52 54 > 1800 - - - - -

Manufa
turing system 7 6 > 1800 - - - - -

Manufa
turing system (
he
k deadlo
k freedom) 13 6 > 1800 - - - - -

PNCSA 31 38 > 1800 - - - - -

extended ReaderWriter 24 22 > 1800 - - - - -

SWIMMING POOL 9 6 111 29.06 30 9 4 47

Réseau de Petri Reset/Transfert

Last-in First-served 17 10 1.89 2.74 9 12 1 10

Esparza-Finkel-Mayr 6 5 0.79 2.55 5 2 1 5

Proto
oles Broad
asts

In
/De
 32 28 > 1800 - - - - -

Produ
er/Consumer with Java threads - 2 18 14 13.27 3.81 13 53 1 14

Produ
er/Consumer with Java threads - N 18 14 723.27 12.46 58 86 2 75

2-Produ
er/2-Consumer with Java threads 44 38 > 1800 - - - - -

2 types of produ
ers and 2 types of 
onsumers

Central Server system 13 8 20.82 6.83 5 11 2 25

Consisten
y Proto
ol 12 8 275 7.35 7 9 3 98

M.E.S.I. Ca
he Coheren
e Proto
ol 4 4 0.42 2.44 6 3 1 4

M.O.E.S.I. Ca
he Coheren
e Proto
ol 4 5 0.56 2.49 7 3 1 5

Synapse Ca
he Coheren
e Proto
ol 3 3 0.30 2.23 6 2 1 3

Illinois Ca
he Coheren
e Proto
ol 4 6 0.97 2.64 6 4 1 6

Berkeley Ca
he Coheren
e Proto
ol 4 3 0.49 2.75 7 2 1 3

Fire�y Ca
he Coheren
e Proto
ol 4 8 0.86 2.59 7 3 1 8

Dragon Ca
he Coheren
e Proto
ol 5 8 1.42 2.72 6 5 1 8

Futurebus+ Ca
he Coheren
e Proto
ol 9 10 2.19 3.38 12 8 1 10

Autres

lift 
ontroller - N 4 5 4.56 2.90 14 4 3 20

bakery 8 20 > 1800 - - - - -

barber m4 8 12 1.92 2.68 5 8 1 12

ti
ket 2i 6 6 0.88 2.54 22 5 1 6

ti
ket 3i 8 9 3.77 3.08 77 10 1 9

TTP 10 17 1186.24 73.24 1140 31 1 17

TTP (ad ho
 strategy) 10 17 246.67 72.87 1140 16 1 17
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Figure 10.1 Le �Swimming Pool� Ssp

Var = x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, p1, p2














































































































































t1 :

{

x′1 = x1 + 1

x′6 = x′6 − 1
si (x6 > 1)

t2 :











x′2 = x2 + 1

x′1 = x1 − 1

x′7 = x7 − 1

si (x1 > 1) ∧ (x7 > 1)

t3 :











x′6 = x6 + 1

x′3 = x3 + 1

x′2 = x2 − 1

si (x2 > 1)

t4 :











x′4 = x4 + 1

x′3 = x3 − 1,

x′6 = x6 − 1

si (x3 > 1) ∧ (x6 > 1)

t5 :











x′5 = x5 + 1

x′7 = x7 + 1

x′4 = x4 − 1

si (x4 > 1)

t6 :

{

x′6 = x6 + 1

x′5 = x5 − 1
si (x5 > 1)

10.3.1.1 Par enveloppe étoile

Comme Ssp est un réseau de Petri, la proposition 8.11 montre que l'enveloppe a�ne

étoile et l'enveloppe semi-a�ne étoile 
oïn
ident. En utilisant l'outil Fast, pour 
al
uler


es relations, on trouve bien deux fois la même dé�nie par :

(p′1 = p1)∧
(p′2 = p2)∧
(x′2 + x′3 + x′4 + x′7 = x2 + x3 + x4 + x7)∧
(x′1 + x′2 + x′4 + x′5 + x′6 = x1 + x2 + x4 + x5 + x6)

De 
ette relation a�ne, on déduit que l'ensemble des états a

essibles Post∗Ssp
(X0) est

in
lus dans la partie de X ′ ⊆ N9
dé�nie par la formule de Presburger suivante :

(x1 + x2 + x4 + x5 + x6 = p1) ∧ (x2 + x3 + x4 + x7 = p2)

Remarquons que pour tout (p1, p2) ∈ N2
, le 
ouple (p1, 0, p2, 0, 0, 0, 0, p1, p2) ∈ X ′ ∩Xb. Il

est don
 possible que quelque soit la valeur des paramètres, le système puisse atteindre un

état bloquant. La sur-approximation X ′
de Post∗Ssp

(X0) ne permet don
 pas de valider ou

d'in�rmer la propriété (P ).

10.3.1.2 Par a

élération

Fast parvient à 
al
uler en moins d'une minute l'ensemble des états a

essibles Post∗Ssp
(X0)

en utilisant des 
omposées réduites d'a
tions de longueur 4. Comme le 
al
ul diverge pour
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Figure 10.2 E�et de la rédu
tion pour le �Swimming pool�

k card(|Σ|6k) card(Fk(Ssp)) card([Fk(Ssp)]) card([Rk(Ssp)])

1 7 7 7 7

2 43 36 21 16

3 259 156 56 28

4 1555 578 126 47

5 9331 1890 252 86

des 
omposées de longueur 3, il semble que 
ette longueur soit né
essaire pour obtenir

l'ensemble des états a

essibles.

Remarque 10.1

Rappelons que 
ette longueur 4 de 
y
les a aussi été observée dans [FO97b℄. Par une

méthode di�érente, utilisant la �semi-
ommutation� des transitions, il a été prouvé que la

relation d'a

essibilité de Ssp est égale à t∗1(t2t3t1)
∗(t2t3)

∗t∗4t
∗
5(t2t3)

∗(t4t5t2t3)
∗(t4t5)

∗t∗1t
∗
4.

Le tableau donné à la �gure 10.2, représente l'e�et de la rédu
tion pour le �Swimming

pool�. Il 
ontient une 
olonne card([Rk(Ssp)]) qui 
orrespond à une rédu
tion non do
u-

mentée dans 
ette thèse qui 
onsiste à ne pas 
onsidérer des 
omposées f ◦ g de fon
tions

a�nes si f et g 
ommutent. En e�et, dans 
e 
as (f ◦ g)∗ est égale à f∗ ◦ g∗. Remarquons

que le 
ardinal de [R4(S)] est 12 fois plus petit que 
elui de F4(S).

On parvient ainsi ave
 Fast à prouver automatiquement la propriété (P ) en 
al
ulant

l'UBA A(Post∗Ssp
(X0)). En e�et, pour véri�er la propriété, il su�t de 
al
uler l'UBA A(Y )

où Y est donné par :

Y = {(q1, q2) ∈ N; ∃(x1, . . . x7) ∈ N7; Post∗Ssp
(X0) ∩Xb 6= ∅}

Et de véri�er que L(A(Y )) = Σ∗
r .

10.3.1.3 Synthèse de formules

En utilisant Fast, en plus de pouvoir 
al
uler l'UBA de l'ensemble des états a

essibles,

on peut demander le 
al
ul d'une formule de Presburger dans la logique des non-quanti�és

représentant 
et ensemble (théorème 5.40). Les semi-a�nes Si = saff(δi(Post∗Ssp
(X0))) sont

alors donnés par :

S0 ={(x1+x2+x4+x5+x6=p1)∧(x2+x3+x4+x7=p2)}

S1 =
{(x1=0)∧(x2=0)∧(x3+x7=p2)∧(x4=0)∧(x5=0)∧(x6=0)∧(p1=0)}

∪{(x1+x5+x6=p1)∧(x2=0)∧(x3=0)∧(x4=0)∧(x7=0)∧(p2=0)}

∪{(x1=0)∧(x2=0)∧(x3=p2)∧(x4=0)∧(x5=p1)∧(x6=0)∧(x7=0)}

S2 = ∅
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Figure 10.3 Le �Moesi� Smoesi

Var = m, o, e, s, i
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t1 :








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



















s′ = s+ e+ 1

o′ = o+m

e′ = 0

m′ = 0

i′ = i− 1

si (i > 1)

t2 :

{

m′ = m+ 1

e′ = e− 1
si (e > 1)

t3 :































i′ = i+m+ e+ s+ o− 1

m′ = 0

e′ = 1

s′ = 0

o′ = 0

si (s+ o > 1) ∨ (i > 1)

Cela prouve que l'ensemble des états a

essibles Post∗Ssp
(X0) est non-quanti�é et dé�ni par

la formule de Presburger non-quanti�ée suivante :

[(x1 + x2 + x4 + x5 + x6 = p1) ∧ (x2 + x3 + x4 + x7 = p2)]∧

¬





((x1 = 0) ∧ (x2 = 0) ∧ (x3 + x7 = p2) ∧ (x4 = 0) ∧ (x5 = 0) ∧ (x6 = 0) ∧ (p1 = 0))∨
((x1 + x5 + x6 = p1) ∧ (x2 = 0) ∧ (x3 = 0) ∧ (x4 = 0) ∧ (x7 = 0) ∧ (p2 = 0))∨
((x1 = 0) ∧ (x2 = 0) ∧ (x3 = p2) ∧ (x4 = 0) ∧ (x5 = p1) ∧ (x6 = 0) ∧ (x7 = 0))





10.3.2 Moesi

On étudie le proto
ole de 
ohéren
e de mémoire 
a
he, le �Moesi� Smoesi [Del00a℄ [Del01℄

représenté à la �gure 10.3. C'est un système broad
ast utilisant 5 
ompteurs : m, o, e, s,
i. L'ensemble des états initiaux X0 de 
e système est dé�ni par la formule de Presburger

suivante :

(m = 0) ∧ (o = 0) ∧ (e = 0) ∧ (s = 0) ∧ (i > 1)

On souhaite prouver que e + o n'est jamais stri
tement plus grand que 1. C'est une

propriété dite �d'ex
lusion mutuelle�. Notons Xbad l'ensemble des mauvais états Xbad =
{(m, o, e, s, i) ∈ N5; e+ o > 1}. On doit prouver la propriété suivante :

Post∗Smoesi
(X0) ∩Xbad = ∅

Dans les sous-se
tions 10.3.2.1, 10.3.2.2 et 10.3.2.3, on montrera 
omment véri�er la

propriété (P) par trois méthodes di�érentes utilisant respe
tivement un point �xe de la suite

Pre6k
Smoesi

(Xbad), un 
al
ul de Post∗Smoesi
(X0) par a

élération, et une sur-approximation de

la relation d'a

essibilité de Smoesi par un 
al
ul d'enveloppe semi-a�ne étoile.
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10.3.2.1 Par un 
al
ul de Pre6k
S (Xbad)

Comme les fon
tions a�nes fa sont dé�nies sur des 
los par le haut et que Xbad

est un 
los par le haut, le théorème 7.25 prouve qu'il existe un entier k > 0 tel que

Pre6k
S (Xbad) = Pre∗S(Xbad). En 
al
ulant ave
 Fast 
et ensemble on prouve automatique-

ment que Pre∗Smoesi
(Xbad)∩X0 = ∅. Comme 
ette dernière propriété est équivalente à (P),

on véri�e ainsi automatiquement la propriété (P). Remarquons que l'on n'a pas 
al
ulé

l'ensemble des états a

essibles Post∗Smoesi
(X0). Ainsi, pour véri�er une autre propriété

(P'), il faudra à nouveau faire un 
al
ul d'états a

essibles.

10.3.2.2 Par a

élération

En a

élérant les transitions du système Smoesi, l'outil Fast 
al
ule l'UBAA(Post∗Smoesi
(X0))

en quelques se
ondes. En prenant l'interse
tion de l'ensemble Post∗Smoesi
(X0) ave
 Xbad on

prouve automatiquement la propriété (P). En utilisant la synthèse de formule implémen-

tée dans Fast, on déduit automatiquement de l'UBA représentant l'ensemble des états

a

essibles, la formule de Presburger non quanti�ée suivante :









((m = 0) ∧ (o = 0) ∧ (e = 0))∨
((m = 0) ∧ (o = 1) ∧ (e = 0))∨
((m = 0) ∧ (o = 0) ∧ (e = 1))∨
((m = 1) ∧ (o = 0) ∧ (e = 0))









∧

¬
[

((m = 0) ∧ (o = 0) ∧ (e = 0) ∧ (s = 0) ∧ (i = 0))∨
((m = 0) ∧ (o = 1) ∧ (e = 0) ∧ (s = 0))

]

Remarquons que la formule pré
édente est �humainenement� plus fa
ile à 
omprendre

que l'UBA A(Post∗Smoesi
(X0)) à 25 états 
al
ulé par Fast.

10.3.2.3 Par enveloppe semi-a�ne étoile

Remarquons que (P) est vraie si et seulement si la relation (X0 ×Xbad) ∩ R∗
Smoesi

est

vide où RSmoesi
=
⋃

a∈Σ →a est la relation d'a

essibilité en une étape du Moesi. Ainsi,

en 
al
ulant une sur-approximation R de R∗
Smoesi

telle que (X0 ×Xbad) ∩R = ∅, on peut

prouver la propriété (P). On va montrer que l'enveloppe semi-a�ne étoile est su�samment

pré
ise pour déduire (P) alors que l'enveloppe a�ne étoile est trop large.

Fast 
al
ule l'enveloppe semi-a�ne étoile saff∗(RSmoesi
) de la relation d'a

essibilité

en une étape RSmoesi
=
⋃

a∈Σ →a, et produit la relation semi-a�ne suivante :

((m′ + e′ = 0) ∧ (s′ + i′ + o′ = m+ e+ s+ i+ o))∨
((m′ = m) ∧ (e′ = e) ∧ (s′ = s) ∧ (i′ = i) ∧ (o′ = o))∨
((m′ + e′ = m+ e) ∧ (s′ = s) ∧ (i′ = i) ∧ (o′ = o))∨
((m′ + e′ = 1) ∧ (s′ = 0) ∧ (m+ o+ e+ s+ i = i′ + 1) ∧ (o′ = 0))

En remarquant (ou en 
al
ulant l'UBA asso
ié) que la relation (X0×Xbad)∩saff∗(RSmoesi
) =

∅, on déduit que la propriété (P) est vraie. Cependant, on ne peut pas faire de même ave


l'enveloppe a�ne étoile. En e�et, Fast 
al
ule l'enveloppe a�ne étoile aff∗(RSmoesi
) et

renvoie la relation a�ne suivante :

(m′ + o+ e′ + s′ + i′ = m+ o+ e+ s+ i)
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La relation (X0 ×Xbad) ∩ aff∗(RSmoesi
) n'est alors pas vide.





CHAPITRE 11

Con
lusions et perspe
tives

Nous avons dé�ni une nouvelle représentation symbolique par automates, les UBA. Son

expressivité a été 
omparée à 
elle des NDD, une autre représentation symbolique par

automate, et nous avons montré que tout ensemble représenté par un NDD pouvait être

représenté par un UBA plus 
on
is. Sa stru
ture a été étudiée et nous avons montré que

l'UBA minimal représentant un sous-ensemble X est donné par des images ré
iproques

de X par des fon
tions a�nes. De 
ette 
ara
térisation algébrique nous avons développé

des algorithmes pour 
al
uler des sur-approximations d'ensembles représentés par UBA.

Un algorithme 
al
ulant l'enveloppe a�ne et l'enveloppe semi-a�ne d'un UBA en temps

respe
tivement polynomial et exponentiel a ainsi pu être implémenté.

Ces approximations ont été utilisées pour faire la synthèse d'une formule de Presburger

à partir d'un UBA. En utilisant l'enveloppe semi-a�ne d'un UBA, nous avons montré

qu'en temps exponentiel, on peut dé
ider si un UBA dé
rit un ensemble dé�nissable par

une formule de Presburger non-quanti�ée, et nous avons montré 
omment 
al
uler une telle

formule.

Nous avons aussi utilisé l'approximation d'un UBA pour généraliser la notion d'inva-

riants de pla
e, dé�nis pour les réseaux de Petri. Pour 
ela, la notion d'enveloppe a�ne

étoile et d'enveloppe semi-a�ne étoile a été introduite. Alors que 
es deux enveloppes 
oïn-


ident pour les réseaux de Petri, nous avons montré que dans le 
as général des systèmes

à 
ompteurs, l'enveloppe semi-a�ne étoile est plus pré
ise. Un algorithme polynomial de


al
ul de l'enveloppe a�ne étoile d'un système à 
ompteurs et un semi-algorithme de 
al
ul

de l'enveloppe semi-a�ne étoile a été implémenté.

Nous avons étudié la stru
ture des UBA représentant Pre6k
S (X ′) en fon
tion de k. Bien

que de taille asymptotiquement exponentielle en k, sous une 
ondition globale ou lo
ale

sur S et X ′
, nous avons pu établir qu'elle pouvait devenir simplement polynomiale. C'est

en e�et le 
as lorsque le système S est à monoïde �ni (
ondition globale), ou quand les

domaines de dé�nition de S et l'ensemble X ′
sont dé�nissables dans la logique des inter-

valles (
ondition lo
ale).
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Nous avons étudié le problème du 
al
ul de l'ensemble des états a

essibles d'un système

à 
ompteurs par des méthodes d'a

élération (le 
hoix des séquen
es à a

élérer, le 
al
ul

de l'a

élération). Nous avons 
omplètement automatisé 
es deux étapes (la première n'a

jamais été automatisée de façon e�
a
e). Pour 
ela, nous avons réduit l'ensemble (de taille

exponentielle) des 
omposées de k a
tions à un ensemble (de taille polynomial) 
ontenant

des fon
tions 
al
ulables en temps polynomial (en fon
tion de k). En montrant 
omment

a

élérer les fon
tions de 
et ensemble réduit, on a donné une méthode automatique de


al
ul de l'ensemble d'a

essibilité d'un système à 
ompteurs par a

élération.

En�n, nous avons 
onstruit un outil de véri�
ation de systèmes à 
ompteurs, Fast. Il

permet de 
al
uler par a

élération des ensembles d'a

essibilité, de faire la synthèse d'une

formule de Presburger à partir d'un UBA, de 
al
uler des enveloppes a�nes et semi-a�nes

d'UBA et des enveloppes a�nes et semi-a�nes étoiles.

Plusieurs dire
tions de re
her
he prolongeant 
ette thèse sont ouvertes.

Une des dire
tions est l'étude de représentations symboliques 
on
ises, 
ombinant par

exemple, plusieurs UBA pour représenter un ensemble. On peut en e�et 
onstruire des

suites �nies d'UBA dont l'union est un UBA de taille exponentielle. Pour réduire la taille

d'un UBA en le dé
omposant de la sorte, une analyse stru
turelle de l'ensemble représenté

doit être menée.

Une autre dire
tion est l'utilisation de méthodes d'abstra
tions 
ombinées ave
 des

méthodes d'a

élérations. L'abstra
tion par prédi
at 
onstruit à partir d'un système à


ompteurs, un système �ni. En utilisant des prédi
ats dépendant de variables entières,

l'abstra
tion d'un système à 
ompteurs, reste un système à 
ompteurs. L'intérêt est de

pouvoir utiliser des abstra
tions plus �nes. On pourrait alors 
al
uler l'ensemble d'a

essi-

bilité du système abstrait par a

élération.

En�n, une autre dire
tion est l'extension de l'outil Fast, pour pouvoir véri�er des

systèmes dont les variables sont hétérogènes : 
ompteurs, �les, pointeurs, variables réelles.

Des représentation symboliques et des te
hniques d'a

élération adaptées restent à trouver.

Résumons les quatres prin
ipaux problèmes laissés ouverts dans 
ette thèse :

� (problème ouvert 9.68) Soit S un réseau de Petri dont la relation d'a

essibilité est

Presburger-dé�nissable. Peut-on 
al
uler par a

élération 
ette relation ?

� (problème ouvert 8.44) Prouver la terminaison du semi-algorithme 3 
al
ulant l'en-

veloppe semi-a�ne étoile d'une relation semi-a�ne.

� (problème ouvert 5.15) Soit CP la 
lasse des automates binaires 
anoniques repré-

sentant des parties dé�nissables dans la logique de Presburger. Pour tout automate

A dans CP , on note l(A) la taille de la plus petite formule de Presburger dont l'en-

semble des solutions est représenté par A. La fon
tion l(A) est-elle bornée de façon
élémentaire en la taille de A ?

� (problème ouvert 5.39) Trouver la 
omplexité pour dé
ider si un automate binaire

non ambigu représente une partie non quanti�ée.

D'autres problèmes te
hniques restent ouverts :

� (problème ouvert 4.64) Cara
tériser les parties UBA-représentables dont l'étoile est

UBA-représentable.
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� (problème ouvert 7.27) Soit S un système à 
ompteurs a�ne dont les domaines de

dé�nitions sont 
los par le haut et soit X ′
un 
los par le haut. Montrer que l'on ne

peut pas borner le plus petit k > 0 tel que Pre6k
S (X ′) = Pre∗S(X ′) par une fon
tion

élémentaire en taille(S) et en taille(A(X ′)).
� (problème ouvert 9.22) Peut-on e�e
tivement et e�
a
ement 
ara
tériser les fon
-

tions a�nes f dont l'a

élération est Presburger-dé�nissable ?

� (problème ouvert 9.44) Cara
tériser les parties Presburger-dé�nissables à interse
tion

polynomiale.
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